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Bài I. Định nghĩa và tính chất ánh xạ tuyến tính

 Nhắc lại về tập hợp và ánh xạ. 

 Định nghĩa 1. Cho 2 không gian vector V và V1, ánh xạ f :  V  V1 được gọi
là ánh xạ tuyến tính (axtt) từ V vào V1 nếu thỏa mãn 2 điều kiện: 

(1) u, u’  V thì f(u + u’ ) = f(u) + f(u’), và

(2) u  V , k  R thì f(ku) = k.f(u)

 Một vài khái niệm liên quan đến ánh xạ tuyến tính:

 Không gian V: không gian nguồn (miền xác định)

 Không gian V1: không gian đích hay không gian ảnh (miền giá trị)

 Khi V = V1 : ánh xạ tuyến tính f :  V  V được gọi là phép biến đổi tuyến
tính trên V, hay toán tử tuyến tính trên V.

 u  V thì f(u) gọi là ảnh của u, vector u gọi là phần tử gốc.

1.1 Định nghĩa ánh xạ tuyến tính
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Bài I. Định nghĩa và tính chất ánh xạ tuyến tính

 Thí dụ 1. Cho ánh xạ f: R3  R2 xác định như sau:

u = (x1 , x2 , x3)  R3 thì f(x1 , x2 , x3) = (x1 + x2 , x2 + x3)  R2

Hãy chứng minh f là ánh xạ tuyến tính.

 Giải: ta chứng minh f thỏa mãn 2 điều kiện của định nghĩa

(1) u = (x1 , x2 , x3) ; u’ = (x’1 , x’2 , x’3)  R3 ; 

Ta có: f(u + u’) = f(x1+ x’1 , x2 + x’2, x3 + x’3) = (x1+ x’1 + x2 + x’2, x2 + x’2 + x3 + x’3)

= (x1+ x2 , x2 + x3) + (x’1 + x’2 , x’2 + x’3) = f(u) + f(u’). 

Vậy f(u + u’) = f(u) + f(u’); đ/k (1) của định nghĩa được thỏa mãn.

(2) u = (x1 , x2 , x3)  R3 ; k  R.

Ta có f(k.u) = f(kx1 , kx2 , kx3) = (kx1 + kx2 , kx2 + kx3) = k.f(u)

Vậy f(k.u) = k.f(u) ; đ/k (2) của định nghĩa được thỏa mãn.

 Vậy theo định nghĩa, f là ánh xạ tuyến tính từ R3 vào R2

1.2 Các thí dụ về ánh xạ tuyến tính
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Bài I. Định nghĩa và tính chất ánh xạ tuyến tính

 Thí dụ 2.(33). Trong các ánh xạ sau, ánh xạ nào là ánh xạ tuyến tính:

1/. Ánh xạ f: R2  R3 xác định bởi:   

u = (x , y)  R2 thì f(x , y) = (x – y , x + y , 2x – 3y)

2/. Ánh xạ g: R2  R3 xác định bởi: 

u = (x , y)  R2 thì g(x , y) = (x - 1 , x + y , 2x – 3y)

3/. Ánh xạ h: R2  R2 xác định bởi:

u = (x , y)  R2 thì h(x , y) = (x + y , xy).

 ĐA: f là ánh xạ tt ; g và h không phải ánh xạ tt

1.2 Các thí dụ về ánh xạ tuyến tính
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Bài I. Định nghĩa và tính chất ánh xạ tuyến tính

 TC 1. Ảnh của vector không là vector không, tức là nếu  là vector không
trong V, 1 là vector không trong V1 thì:

f( ) = 1

 TC 2. Ảnh của vector đối là đối của ảnh, tức là:

u  V thì f(-u ) = -f(u )  

 TC 3. Ảnh của một tổ hợp tuyến tính bằng tổ hợp tuyển tính các ảnh, với
cùng các hệ số, tức là:

ui  V, ki  R thì f(σ𝑖=1
𝑛 𝑘𝑖𝑢𝑖) = σ𝑖=1

𝑛 𝑘𝑖 . 𝑓(𝑢𝑖)

 Thí dụ 3: Giả sử axtt f: R2 R3 sao cho f(1,-1) = (-1,1,2) và f(-2,3) = (2,3, -4).
Hãy tính f(3, -5). (bài tập 37, ôn tập ĐSTT 2017)

 Giải: áp dụng TC 3, do (3, -5) = -1.(1, -1) -2.(-2, 3) nên
f(3, -5) = -1.f(1, -1) -2.f(-2, 3) = (-3, -7, 6)  

1.3 Các tính chất của ánh xạ tuyến tính
Cho Ánh xạ tuyến tính f :  V  V1 , khi đó ta có các tính chất sau
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Định nghĩa 2. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , khi đó nhân của ánh xạ
tuyến tính f được ký hiệu và xác đinh như sau:

ker f = {u  V | f(u) = 1 V1}

 Vậy ker f là tập con của V, gồm các vector mà ảnh của nó là vector không trong V1

 Định lý 1. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , khi đó nhân của ánh xạ tuyến
tính f là một không gian vector con của V.

Chứng minh: 

 Ch/m ker f  : Với   V thì f( ) = 1 V1, vậy   ker f   ker f   (1)

 Ch/m u1, u2  ker f thì u1+ u2  ker f : Ta có f(u1) = f(u2) = 1  V1; do f là
axtt nên f(u1+ u2) = f(u1) + f(u2) = 1 + 1 = 1  V1 , vậy u1+ u2  ker f. (2)

 Ch/m u ker f , kR thì k.u ker f:  Ta có f(u) = 1 , do f là axtt nên
f(k.u) = k.f(u) = k. 1 = 1. Vậy k.u ker f. (3)

Từ (1), (2), (3)  ker f là không gian vector con của V.

2.1 Nhân của ánh xạ tuyến tính
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Thí dụ 4. Cho ánh xạ f:  R3  R3 , xác định như sau:

u = (x, y, z)  R3 thì f(x, y, z) = (x - y , y - z , z - x)

a/. Ch/m f là ánh xạ tuyến tính (hay f là phép biến đổi tuyến tính trong R3)

b/. Tìm ker f . Chỉ ra một cơ sở và tính số chiều của ker f

Giải: a/. sv tự ch/m xem như là bài tập về nhà (tương tự thí dụ 1, mục 1.2).

b/. Theo đ/n : u = (x, y, z)  ker f  f(u) =  R3  (x - y , y - z , z - x) = (0, 0, 0)  
x - y = 0

 y – z = 0  (*) 
z – x = 0

Từ (*):  u ker f  u = (x , x, x) = x(1, 1, 1), xR. Đặt U = { u1 = (1, 1, 1)} thì U là
hệ sinh của ker f.  Do U chỉ có 1 vector khác không nên U là hệ độc lập tuyến
tính. Vậy U = { u1 = (1, 1, 1)} là một cơ sở của ker f.

 Cơ sở U của ker f chỉ gồm 1 vector  dim( ker f ) = 1.

2.1 Nhân của ánh xạ tuyến tính

x = y = z.  Vậy ker f = {u = (x , x , x) | xR }       (*)
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Thí dụ 5. Cho ánh xạ f:  R3  R2 , xác định như sau:

u = (x, y, z)  R3 thì f(u) = (x + y , y - z )

a/. Ch/m f là ánh xạ tuyến tính.

b/. Tìm ker f . Chỉ ra một cơ sở và tính số chiều của ker f

 ĐA: ker f = {u = (-x , x , x) | xR } ; dim(ker f) = 1

 Thí dụ 6. Cho ánh xạ f:  R2  R3 , xác định như sau:

u = (x, y)  R2 thì f(u) = (x + y , x - y , 2x - 3y )

a/. Ch/m f là ánh xạ tuyến tính.

b/. Tìm ker f . Chỉ ra một cơ sở và tính số chiều của ker f

 ĐA: ker f = {  } ; dim(ker f) = 0.

2.1 Nhân của ánh xạ tuyến tính
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Định nghĩa 3. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , khi đó ảnh của ánh xạ
tuyến tính f được ký hiệu và xác đinh như sau:

Im f = {v  V1 |  u  V sao cho v = f(u)}

 Vậy Im f là tập con của V1 , gồm các vector là ảnh của các vector nguồn trong V.

 Định lý 2. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , khi đó ảnh của ánh xạ tuyến
tính f là một không gian vector con của V1.

Chứng minh: 

 Ch/m Im f  : do f() = 1  V1 , vậy 1 Im f   Im f   (1)

 v1, v2  Im f thì  u1 , u2  V để v1 = f(u1), v2 = f(u2) , 
vậy v1 + v2 = f(u1) + f(u2) = f(u1+ u2), với u1+ u2  V.  Vậy v1+ v2  Im f (2)

 v Im f , kR thì do v Im f nên  u  V sao cho v = f(u)
 k.v = k.f(u) = f(ku), với ku V . Vậy k.v  Im f. (3)

Từ (1), (2), (3)  Im f là không gian vector con của V1.

2.2 Ảnh của ánh xạ tuyến tính
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Thí dụ 7. Cho ánh xạ f:  R2  R3 , xác định như sau:

u = (x, y)  R2 thì f(u) = (x - y , x - y , x + y)

a/. Ch/m f là ánh xạ tuyến tính.

b/. Tìm Im f . Chỉ ra một cơ sở và tính số chiều của Im f

Giải: a/. sv tự ch/m xem như là bài tập về nhà (tương tự thí dụ 1, mục 1.2).

Giải b/. Tìm Im f. 

Bước 1. Chọn cơ sở chính tắc của R2: E = {e1=(1, 0), e2 =(0, 1)}. 

Bước 2. Tính ảnh của các vector cơ sở của R2: f(e1) = (1, 1, 1), f(e1) = (-1, -1, 1).

Bước 3. Im f = span {f(e1), f(e2)}  Im f = span {v1 =(1, 1, 1), v2= (-1, -1, 1)}

 S = {v1 =(1, 1, 1), v2= (-1, -1, 1)} gồm 2 vector không tỷ lệ , vậy S là hệ ĐLTT. 
Vậy cơ sở của Im f là S = {v1 =(1, 1, 1), v2= (-1, -1, 1)} 

 Cơ sở S gồm 2 vector  dim (Im f ) = 2

2.2 Ảnh của ánh xạ tuyến tính
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Bài II. Nhân - Ảnh và Hạng của ánh xạ tuyến tính

 Định nghĩa 4. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , khi đó hạng của ánh xạ
tuyến tính f bằng số chiều của Im f và được ký hiệu là r(f ). Tức là ta có:

r(f ) = dim( Im f )

 Vậy hạng của ánh xạ tuyến tính f bằng số vector trong một cơ sở của Im f.

 Định lý 3. (Định lý nhân-ảnh)  Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , giả sử V là
không gian n chiều, khi đó:

dim( Im f ) + dim( ker f ) = n

 Thí dụ 8. Cho ánh xạ f:  R2  R3 : u = (x, y)  R2 thì f(u) = (x , y , x - y)

Hãy tìm Im f, hạng của ánh xạ f và ker f.

 Giải: Xét một cơ sở chính tắc của R2 là E = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)}. 
Tính được : f(e1) = (1, 0, 1) = u1; f( e2) = (0, 1, 1) = e2 Im f = span{ u1 , u2 }. 
Dễ thấy { u1 , u2 } là đltt nên { u1 , u2 } là một cơ sở của Im f. Vậy r(f ) = 2.

 Theo định lý nhân-ảnh: dim (ker f ) = 0. Vậy ker f = {}.

2.3 Hạng của ánh xạ tuyến tính
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Bài III. Ma trận của ánh xạ tuyến tính
3.1 Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong 2 cơ sở

 Định nghĩa 5. Cho ánh xạ tuyến tính f:  V  V1 , giả sử:

V có cơ sở :    S = {u1 , u2 , … , un } 
V1 có cơ sở :  S1 = {v1 , v2 , … , vm } 

Nếu tồn tại ma trận Am x n sao cho f(u)[S1] = A.u[S] thì A gọi là ma trận của ánh
xạ tuyến tính f trong hai cơ sở S và S1. 

 Tìm ma trận A:
 Tính các f(ui) rồi biểu diễn các vector f(ui) qua các vector cơ sở vi của V1:

f(u1)= a11 v1 + a21 v2 + … + am1 vm

f(u2)= a12 v1 + a22 v2 + … + am2 vm (*)
………..

f(un)= a1n v1 + a2n v2 + … + amn vm

 Từ mỗi đẳng thức của (*), xác định các aij rồi lập ma trận A = (aij )m x n

 Trong công thức f(u)[S1] = A.u[S] thì u[S] là tọa độ cột của u  V trong cơ sở
S ;  f(u)[S1] là tọa độ cột của f(u)  V trong cơ sở S1.
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Bài III. Ma trận của ánh xạ tuyến tính
3.1 Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong 2 cơ sở

 Thí dụ 9. Cho ánh xạ tt f :  R3  R2, xác định bởi f(x, y, z) = (x-y , z-y). 

Giả sử: R3 có cơ sở :    S = {u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 1, 0), u3 = (0, 1, 1)} 
R2 có cơ sở :    S1 = {v1 = (1, 1), v2 = (1, 2)} 

1/. Hãy tìm ma trận của ánh xạ tuyến tính f trong hai cơ sở trên

2/. Tính f(u), với u = (1, 2, 3)

Giải 1/. Tính các f(ui) rồi biểu diễn các f(ui) qua các vector cơ sở vi

f(u1) = (0, 0)  a11 v1 + a21 v2 = (0, 0)
f(u2) = (0,-1)  a12 v1 + a22 v2 = (0,-1)
f(u3)= (-1, 0)  a13 v1 + a23 v2 = (-1,0)

Giải 2/. Áp dụng công thức f(u)[S1] = A.u[S]

 Bước 1: Tính tọa độ cột u[S] = (2, -1, 1)T  f(u)[S1] =
0 1 −2
0 −1 1

.
2

−1
1

=
−3
2

.

 Bước 2: f(u) = -3.v1+2.v2 f(1, 2, 3) = (-1 , 1)  R2

 tính được các aij , vậy A = 
0 1 −2
0 −1 1
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Bài III. Ma trận của ánh xạ tuyến tính
3.2 Ma trận của phép biến đổi tuyến tính trong 1 cơ sở

 Định nghĩa 6. Cho phép biến đổi tuyến tính f: V  V , (f còn gọi là toán tử
tuyến tinh trong V). Giả sử V có cơ sở : S = {u1 , u2 , … , un }.

Nếu tồn tại ma trân vuông A cấp n sao cho f(u)[S] = A.u[S] thì A gọi là ma
trận của phép biến đổi tuyến tính f trong cơ sở S.

 Tìm ma trận A:

 Tính các f(ui) rồi biểu diễn các vector f(ui) qua các vector cơ sở ui của S:
f(u1)= a11 u1 + a21 u2 + … + an1 un 

f(u2)= a12 u1 + a22 u2 + … + an2 un                      (*)
………..

f(un)= a1n u1 + a2n u2 + … + ann un 

 Từ mỗi đẳng thức của (*), xác định các aij rồi lập ma trận A = (aij )n x n

 Chú ý rằng trong công thức f(u)[S] = A.u[S] thì u[S] là tọa độ cột của u  V 
trong cơ sở S ;  f(u)[S] là tọa độ cột của f(u)  V trong cơ sở S.
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Bài III. Ma trận của ánh xạ tuyến tính
3.2 Ma trận của phép biến đổi tuyến tính

 Thí dụ 10. (35). Cho ánh xạ tuyến tính f :  R3  R3, xác định bởi: 

u = (x, y, z)  R3,  f(u)= (x + 2y, 3y + z, 3x - 2z). 

1/. Tìm ker f , Im f và hãy chỉ ra cho mỗi không gian đó một cơ sở.

2/. Tìm hạng của ánh xạ f.

2/. Tìm ma trận của f trong cơ sở U của R3, với:

U = {u1 = (0, 1, 1), u2 = (1, 0, 1), u3 = (1, 1, 1)} 

 Thí dụ 11. (36). Giả sử f :  R2  R2 là một ánh xạ tuyến tính sao cho
f(1, 1) = (3, 4) và f(2, 3) = (5, 2).

1/. Tìm f(3, -4)

2/. Xác định f(x, y)   (x, y)  R2.

3/. Tìm ma trận của f trong cơ sở chính tắc của R2. 
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Bài III. Ma trận của ánh xạ tuyến tính

3.3 Liên hệ giữa hai ma trân của một phép biến đổi tuyến tính

 Xét phép biến đổi tuyến tính f trong không gian vector V. f : V V

 Giả sử không gian V có 2 cơ sở : S = {u1 , u2 , … , un } và S1 = {v1 , v2 , … , vn }

 Gọi P là ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở S sang cơ sở S1.

 Giả sử A là ma trận của f trong cơ sở S và B là ma trận của f trong cơ sở S1.

 Định lý 4. Sự liên hệ giữa hai ma trận A và B của phép biến đổi tuyến tính f
được xác định bởi công thức:

𝐵 = 𝑃−1. 𝐴. 𝑃 ( hoặc 𝐴 = 𝑃. 𝐵. 𝑃−1 )

 Định nghĩa7. Cho A và B là hai ma trận vuông cùng cấp. Nếu tồn tại một
ma trận vuông P không suy biến sao cho 𝐵 = 𝑃−1. 𝐴. 𝑃 (hay 𝐴 = 𝑃. 𝐵. 𝑃−1) 
thì hai ma trận A và B gọi là đồng dạng, ký hiệu A ~ B.

 Nhận xét: Như vậy hai ma trận của cùng một phép biến đổi tuyến tính f
trong hai cơ sở khác nhau là hai ma trận đồng dạng.
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3.3 Liên hệ giữa hai ma trân của một phép biến đổi tuyến tính

 Thí dụ 12. (39) Cho ánh xạ tt f : R3  R3 có ma trận là A = 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

trong

cơ sở chính tắc E = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1}. 

1/. Tìm công thức xác định ánh xạ tuyến tính f.

2/. Tìm ma trận B của f trong cơ sở U = {u1= (1, 0, 0), u2= (1, 0, 1), u3= (1, 1, 1)} 

Giải 1. u = (x, y, z) R3 thì u = x.e1 + y.e2 + z.e3  f(u) = x.f(e1)+ y.f(e2)+ z.f(e3) (*)

 Do A là ma trận của f trong cơ sở E, nên f(e1) = 0.e1 + 1.e2 + 1.e3 ,= (0, 1, 1) ;
tương tự ta tính được f(e2) = (1, 0, 1) và f(e3) = (1, 1, 0).

 Thay f(e1), f(e2), f(e3) vào (*), tính được:  f(x, y, z) = (y + z, x + z, x + y) 

Giải 2. SV tự thực hiện, B = 
1 0 0
0 −1 0
−1 2 2

* Có thể tính B theo định nghĩa 6 (mục 3.2)
* Nếu đã biết ma trận chuyển cơ sở P thì

tính theo định lý 4: 𝐵 = 𝑃−1. 𝐴. 𝑃
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4.1 Giá trị riêng và vector riêng của phép biến đổi tuyến tính

 Định nghĩa 8. Cho phép biến đổi tuyến tính f:  V  V , vector v  V, v  
thỏa mãn f(v) = .v , thì v được gọi là vector riêng của phép biến đổi tuyến
tính f, số  được gọi là giá trị riêng ứng với vector riêng v.

 Thí dụ 13.  Cho các phép biến đổi tuyến tính trong không gian R2 :

1/. f :  R2 R2 xác định : u = (x, y)  R2 thì f(x, y) = (y, x)

 Với v1 = (1, -1)  R2, ta có f(v1) = (-1, 1) = -1. (1, -1).  f(v1) = -1. v1

Vậy v1 = (1, -1) là một vector riêng ứng với giá trị riêng  = -1 của f .

2/. g :  R2 R2 xác định u = (x, y)  R2 thì g(x, y) = (3x , 8x - y)

 Với v2 = (1, 2)  R2, ta có g(v2) = (3, 6) = 3. (1, 2).   g(v2) = 3. v2

 Vậy v2 = (1, 2) là một vector riêng ứng với giá trị riêng  = 3 của g.

 Chú ý quan trọng: Do mỗi phép biến đổi tuyến tính đều có một ma trận A 
trong một cơ sở, nên việc tìm vector riêng và giá trị riêng của phép biến đổi
tuyến tính được đưa về tìm vector riêng và giá trị riêng của ma trận. 
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4.2 Giá trị riêng và vector riêng của ma trận

 Định nghĩa 9. Cho A là ma trận vuông cấp n, số  gọi là giá trị riêng của ma 
trận A, nếu hệ phương trình:

A.X = .X                                            (1)
có nghiệm khác không.

 Nghiệm v = (x1, x2, … , xn)T  (0, 0, … , 0)T gọi là vector riêng ứng với giá trị
riêng .

 Thí dụ 14.  Cho ma trận A = 
3 0
8 −1

, có thể thấy rằng với  =3 thì hệ

phương trình A.X = 3.X có nghiệm X = (1, 2)T. Thật vậy, thay A, X và  vào
hệ (1) ta có:

A.X = 
3 0
8 −1

. 
1
2

= 
3
6

= 3.
1
2

= .X

 Vậy v = 
1
2

là một vector riêng ứng với giá trị riêng  =3 của ma trận A. 
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4.3 Tìm giá trị riêng và vector riêng của ma trận
Tìm giá trị riêng của ma trận. 
Ta cần tìm  để hệ phương trình:   A.X = .X (1) có nghiệm khác không. 

Viết lại hệ (1):          ( A – .I ). X = O   (2) , với O là ma trận không cấp n.

(2) là một hệ pttt thuần nhất, điều kiện để hệ này có nghiệm khác không là:

det ( A – .I ) = 0 , hay | A – .I | = 0 (3)    

 Phương trình (3) là phương trình bậc n theo , gọi là phương trình đặc
trưng của ma trân A. giải ra ta được n nghiệm 1, 2, … , n là các giá trị
riêng của ma trận A.

 Thí dụ 15.  Tìm các giá trị riêng của ma trận A = 3 2
−1 0

.

Giải: Ta có ma trận A – .I = 3 2
−1 0

- . 1 0
0 1

= 3−  2
−1 − 

. 

 Phương trình đặc trưng:  3−  2
−1 − 

= 0  2 - 3  + 2 = 0.

 Giải ra ta được các giá trị riêng 1 = 1 ; 2 = 2.
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4.3 Tìm giá trị riêng và vector riêng của ma trận
Tìm vector riêng của ma trận. 

 Với mỗi giá trị riêng i , thay vào (2): ( A – .I ). X = O; nhận được hệ thuần
nhất. Giải hệ này tìm được nghiệm vi = (x1, x2, … , xn), khi đó vi là vector 
riêng ứng với giá trị riệng i của ma trận A.  

 Thí dụ 16.  Tìm các giá trị riêng và vector riêng của ma trận A = 3 0
8 −1

.

Giải:  Phương trình đặc trưng:  
3−  0
8 −1− 

= 0  2 - 2  - 3 = 0. 

 Giải ra ta được các giá trị riêng 1 = -1 ; 2 = 3.

 Với A đã cho thì hệ (2) có dạng:  
3−  0
8 −1− 

.
𝑥
𝑦 = 

0
0

(2)

 Thay 1 = -1 vào (2) : 
4 0
8 0

. 
𝑥
𝑦 = 

0
0

 Thay 1 = 3 vào (2) : 
0 0
8 −4

. 
𝑥
𝑦 = 

0
0

Giải hệ này được x = 0, y tùy ý, chọn y = 1.
Vậy v1 = (0, 1) là vector riêng ứng với 1 = -1 

Giải hệ này được y = 2x, x tùy ý, chọn x = 1.
Vậy v2 = (1, 2) là vector riêng ứng với 2 = 3
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4.4 Tìm giá trị riêng và vector riêng của ma trận
Các định lý về vector riêng và giá trị riêng

 Định lý 5. Nếu v là một vector riêng của ma trận A, k  R , k  0 thì k.v
cũng là vector riêng của A 

 Định lý 6.  Nếu v1, v2, … , vk là k vector riêng ứng với k giá trị riêng phân
biệt 1, 2, … , k của ma trận A, thì hệ vector U = {v1, v2, … , vk} là hệ độc
lập tuyến tính.

 Hệ quả 1. Nếu f là một phép biến đổi tuyến tính trong không gian n 
chiều V thì f sẽ không có quá n giá trị riêng phân biệt.

 Hệ quả 2. Nếu f là một phép biến đổi tuyến tính trong không gian n 
chiều V mà f có n giá trị riêng phân biệt thì các vector riêng ứng với các
giá trị riêng này làm thành một cơ sở của không gian V.

 Hệ quả 3. Mọi ma trận thực A cấp n có đúng n giá trị riêng khác nhau
đều đồng dạng với ma trận đường cháo, mà các phần tử trên đường
chéo là các giá trị riêng của ma trận A.  
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4.5 Chéo hóa ma trận
Đặt vấn đề. Do các ma trận chéo có dạng đơn giản và thuận lợi khi tính toán, 
người ta mong muốn đưa các ma trận của các phép biến đổi tuyến tính về
dạng chéo, đồng dạng với ma trận ban đầu, tức là cùng biểu diễn các phép
biến đổi tuyến tính.

 Định nghĩa 10. 

 Cho A là ma trận vuông cấp n, nếu tồn tại một ma trận đường chéo B cùng
cấp và đồng dạng với A thì ta nói A là ma trận chéo hóa được.

 Ma trận khả nghich P gọi là ma trận làm chéo hóa A, nếu có 𝐵 = 𝑃−1. 𝐴. 𝑃

 Định lý 7. Ma trận A cấp n là chéo hóa được khi và chỉ khi A có n vector 
riêng độc lập tuyến tính.

 Hệ quả 1: Nếu ma trận A có n giá trị riêng phân biệt thì A chéo hóa được.

 Hệ quả 2: Ma trận làm chéo hóa A là ma trận P có các cột là các tọa độ cột
của n vector riêng độc lập tuyến tính.
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4.5 Chéo hóa ma trận
Tóm tắt các bước chéo hóa ma trận vuông A cấp n.

 Bước 1. Tìm các giá trị riêng của ma trận A, giả sử là 1, 2, … , k …

- Nếu A có đủ n giá trị riêng thực phân biệt thì chắc chắn A chéo hóa được, 
dạng chéo của A là ma trận chéo B với các phần tử trên đường chéo bii = I

- Nếu A không có đủ n giá trị riêng phân biệt (phương trình đặc trưng có
nghiệm bội) thì chuyển sang bước 2

 Bước 2. Tìm tất các vector riêng độc lập tuyến tính ứng với các giá trị
riêng, nếu có đủ n vector riêng độc lập tuyến tính thì kết luận A là chéo
hóa được.

 Bước 3. Ma trận làm chéo A,  là ma trận P = (pij)n x n với các cột là tọa độ
cột của các vector riêng độc lập tuyến tính, vj = (p1j, p2j, … , pnj) , j = 1, 2, … , n

 Bước 4. Dạng chéo của A là ma trận chéo B, xác định bởi công thức:

𝐵 = 𝑃−1. 𝐴. 𝑃
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4.5 Chéo hóa ma trận
Các thí dụ

 Thí dụ 17. Cho Ma trận A = 
2 1 0
1 2 0
0 0 3

1/. Ma trận A có chéo hóa được không, nếu A chéo hóa được hày tìm ma trận
P làm chéo hóa A

2/. Tìm dạng chéo của ma trận A

 Thí dụ 18. Hãy chéo hóa ma trận A = 1 −1
1 3






