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Notation

Duéi day, chung ta gi6i thiéu mot sé ky hiéu cta ly thuyét tap hop dwoc st dung trong
giao trinh nay.

M6t tap hop la mét s6 cac phan tir dwoc chon loc theo mét danh sach hodc mot
s0O tinh chat nao dé. Ta ky hiéu:

R : tap céac sb thuc

Z : tap cac sb nguyén (gdm sb 0, sb6 nguyén am va sb nguyén dwong)

Fn (hay Zn): tap céac sb nguyén nhé hon n, Fa={0, 1, ... n — 1}. Chéng han: F2 = {0, 1}.

M6t dbi twong clia mot tap hop goi 1a mot phan ti cta tap hop. Néu x la phan to
cua tap S thi ta viét ta viét x € S (doc: x thudc S), néu tréi lai, ta viét x ¢ S. (doc x
khéng thudc S). Chéng han: ta c6 x € Z nhung ¥ ¢ Z.

Hai tap hop goi la bang nhau néu ching chira cac phan t&r nhw nhau, chang han
ta c6 Fs = {0, 1, 2}, cling c6 thé viét Fs = {0, 2, 1} hay Fs = {2, 1, 0}

Mét tap hop co thé khéng cé phan tlr nao, goi la tap réng va ky hiéu la: & .

Néu S Ia mét tap hop va P 1a mdt hodc mot sé tinh chat nao d6 ma cac phan tr
cla S co thé co hoadc khong, ta cé thé xac dinh mét tap hop méi nhé ky hiéu:

{x € S| P(X)}

do 1a tap cac phan t&r ciia S ma cé tinh chat P. Chéng han, tap cac sé nguyén dwong
c6 thé dwoc ky hiéu 1a {x € Z | x > 0}. Tap tat ca cac sb chan cé thé dwoc ky hiéu la
{2n|neZ}

M6t tap hop T dwoc goi la tap con cla tap S, ky hiéu 1a T < S, néu moi phan t
cua T la thudc vé S, khi d6 ta néi T bi chira trong S, hay S chira T.

Néu A va B 1a 2 tap hop, khi d6 hop ctia A va B 1a moét tap hop chira cac phan to
it nhat thudc vé mot tap A hodc B. Ky hiéu:

AuB={x|xeAhoacx e B}

Giao clia A va B 1a mot tap hop chira cac phan tir thudc vé ca A va B. Ky hiéu:

AnB={x|xeAvaxeB}

Néu A va B khéng cé phan tir chung, tirc la A N B = &, thi ta n6i A va B 1a khéng
giao nhau.

S6 phan tlr cia mét tap hop hitu han S, goi 1a lwc lwong cia tap hop d6
(cardinality), ky hiéu la card(S), hay | S |. Chéng han: v&i Z2 = {0, 1} thi | Z2 | = 2,
twongtw | Zs|=3,|Zn| =n.

Tich Decac cua 2 tap A va B, dwoc ky hiéu la A x B, la tap cac cap cé thr tw
(a, b), véia e Avab e B. Chuyrang (a, b) # (b, a). Nhw vay:

AxB={@a b)|aceAvab e B}
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= Néu A vaB lacactap hivu han phantir thi |[AxB|=|A|.|B].
» Tich Decac cta S véi S dwoc ky hiéu va xac dinh nhw sau:
S? ={(s1, s2) | s1€ S, s2 € S}
= Tbéng quat, ta co tich Decac cla n tap hop S1, Sz, ... Sndwoc ky hiéu va xac dinh
nhw sau:
Si1xS2x...xSn={(s1,S2, ...,8n)|sSieSi,i=12,..,n}
= Néu S1= So= ... = Sn = S, tich Decac trén cé thé ky hiéu 1a S, d6 1a tap cac n-bod
(s1, S2, ..., Sn), v&i moi si € S, hién nhién khido | S"|=| S |

= Cubi cung, chu y rang trong gido trinh nay ching ta c6 thé ky hiéu cac n-bo. hay
vector n thanh phan (xi, X, ..., Xn), b&i cach viét don gidn la xi x2 ... xn.
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Chuong 1
TONG QUAN VE MA HOA THONG TIN

1.1 CAC KHAI NIEM CO BAN VE MA HOA THONG TIN

Mé dau.

Claude Elwood Shannon (April 30, 1916 — February 24, 2001), mdt nha toan hoc, mét ky su dién
tir ngudi My, ong ciing duoc biét dén nhu 1a “cha dé cua 1y thuyét thong tin”. Trong thé chién
thir II, Shannon c6 nhiéu déng gép cho quan ddi My trong linh vuc phén tich va pha khoa mat
ma. Nam 1948, Claude Shannon khi d6 lam vi¢c tai Bell Laboratories tai My, da dua ra Ly
thuyét M3 héa.

Hai nam sau do, Richard Hamming, cling tai Bell Labs, bat dau nghién ciru ma stra 16i vé6i ty 1&
truyén tai thong tin hiéu qua hon sy lap lai don gian bang cach biéu dién mot ma trong d6 bon bit
dit liéu duoc theo sau béi ba bit kiém tra cho phép khong chi phat hién ma con sta sai voi mot
16i duy nhat.

Y tudng chinh ctia Ly thuyét Ma hoa 1a thém thong tin vao timg thong diép ma trude khi giri di
dé bén nhan c6 thé ty phat hién 15i hodc tham chi tu stra 16i xay ra trén duong truyén. Do d6, yéu
cau co ban nhit 13 giai ma duy nhét (unique decoding): bo giai ma phai giai ma ra dugc dung ma
tur d3 giri, hodc bao rang khong giai ma duoc.

Pé thyc hién yéu cau trén, trong may thap ky qua da xuat hién nhiéu phuong phap giai ma khac
nhau, gan lién véi cac ma tuong tng nhu: ma tuan hoan (Cyclic codes), ma lap lai (Repetition
codes), méd Reed-Solomon (Reed Solomon codes), md8 BCH (BCH code), m& Reed-Muller...

Ly thuyét M3 héa c6 rat nhiéu tmg dung trong thuc tién. Mot trong cac Gmg dung cia
ching 1a thiét ké cac ma gitip viéc dong b héa, nhur ma Pa truy nhap phan chia theo ma (Code
Division Multiple Access- viét tit la CDMA) bang cach gan mdi dién thoai mot tir méa dic biét
dé tién hanh giai ma. M4 ndi tiéng khac 1a ma Yéu cau lip lai ty dong (Automatic Repeat
reQuest- viét tit 1a ARQ) bang cach thém cac bit kiém tra chin 1& (goi 1a bit du thira) vao cic
thong bao, khi may thu phat hién sy bat ddng n6 s& yéu cau may phat truyén lai thong bao. Hau
hét cic mang dién rong va cac giao thuc nhu SDLC(IBM), TCP(Internet), X25 (Qudc té),
TCP/IP.. déu sir dung ARQ..

Dic biét, tir nam 1969 dén 1973 cac tau thim do sao Héa Mariner cia NASA sir dung mot
m4 Reed-Muller manh mé& c¢6 kha ning diéu chinh 7 sai sot trong s 32 bit truyén, bao gdom 6 bit
dir liéu va 26 bit kiém tra va toc do truyén dit liéu hon 16.000 bit trong mdi gidy. Dén nim 1989,
tau Voyager 2 dd vuot qua Hai vuong tinh, ngdi sao xa nhit trong hé Mat troi, mot dong gop
khong nho cho cac thanh céng nay 1a 1y thuyét ma hoa.

Ly thuyét ma hoa khong chi gitip giai quyét cac van dé co tim quan trong ctia khoa hoc
va cudc sdng trong thé gisi thuc, ma no ciing da 1am phong phu nhiéu linh vuc khéc nhau cua
toan hoc, voi nhimg van dé& méi cling nhu nhimng giai phap méi.
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1.1.1 Cac khai niém vé thong tin va truyén tin

Trude hét ta xét vai thi du lién quan dén thong tin:

Thi dy 1.1.

Hai ngudi néi chuyén v6i nhau: cai ma trao doi giira ho goi 13 thong tin.

Mot ngudi xem tivi, hoac doc bao, hoac nghe radio: nguodi d6 dang nhan thong tin tr TV,
bao , dai..

Qué trinh giang day trén 16p: Giang vién va sinh vién dang trao d6i thong tin

Céac may tinh tinh ndi mang va trao doi dit liéu: ching dang truyén thong tin qua kénh
truyén. ..

Tir d6 c6 the dua ra khai ni¢m vé thong tin nhu sau:

Dinh nghia 1.1.

Thong tin (information) 1a tri thirc dugc truyén tir dbi twong nay dén déi tugng khac
dudi dang thong diép (cac xau ky tu), am thanh, hinh anh...

Vit chdt chira thong tin 1a cac thong diép, 4m thanh, hinh anh dung dé thé hién va truyén
tai théng tin.

Kénh thong tin (channel) 13 noi hinh thanh, truyén hay luu trit thong tin, con goi 1a moi
truong chira thong tin hay kénh théng tin.

Sw truyén tin (transmission) 1a su dich chuyén thong tin tir diém nay dén diém khac trong
mot moi truong xac dinh. Thiét bi truyén tin goi la “Transmitter”.

Nguon tin (source) 12 tap hop cac thong tin dugc truyén di trong kénh thong tin.

Nhiéu (noise) 1a cac thong tin khong mong mudn trong méi truong truyén tin gay sai léch
cho thong tin duoc truyén tai. (tin hiéu nhiéu , tiéng On, anh bi nhoe, bién dang...).

Noi nhdn tin (sink) 1a noi tiép nhan thong tin tir kénh truyén. Do tic dong ciia nhiéu nén
thong tin nhan duogc thuong khong gidng théng tin ban dau, vi viy noi nhan tin phai c6
kha ning phat hién sai va stra sai. Ngoai ra, noi nhén tin con phai gidi nén hay gidi ma
céc ban tin dd duoc nén hay bao mat thong tin trudc khi truyén. Thiét bi nhan tin goi 1a
“Receiver”.

Hinh 1.1 du6i ddy mé ta mot hé thdng truyén tin k¥ thuat sé (Digital Communication
System)
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Digital Communication System

Transmitiar
feF weW xeC
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Data Sink «——— Source Dacoder =———— Channel Decoder — Demodulator
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Hinh 1.1. So do mét hé thong truyén tin
1.1.2 Céc khai niém vé ma héa thong tin

Trong cac hé thong truyén tin k¥ thuat sé (Digital Communication System), cac ban tin
(thong diép, 4m thanh, hinh anh...) duoc sé hoa duéi dang tap cac xdu ky tu, ta coi mdi tin 1a
mot xau ky tu. Céc tin nguén s€ dugc anh xa thanh dang biéu dién khac nhim muc dich bao mat
va dé thuan tién khi truyén phat di. Viéc anh xa d6 goi 1a sy ma hoa (encoding). Noi nhén tin s&
dung anh xa nguoc lai, dé c6 noi dung cua thong diép ban déu tir cac tin nhan dugc, viéc anh xa
nguoc lai duoc goi la sy giai ma (decoding). Ca hai qua trinh trén goi chung la ma hda théng tin
(coding).

Thidu 1.2.
Xét mot ngudn tin trén bang chir cai A = {a, b, ¢, d}. Chung ta c6 thé thiét lap mot anh xa
song anh f tir A vao tap cac xau trén bang chir cai {0, 1} nhu sau:
f:{a—00,b—>01,¢c— 10,d— 11}
Do f 1a song anh, ton tai anh xa nguoc f * 1a:
f1:{00—a, 01— b,10—c, 11— d}

Dé phat di mot tin ngudn 1a xau ‘baba’ ching ta phat di xau ‘01000100°. Gia st kénh
truyén khong co nhiéu, khi d6 bén nhan nhan dugc xau nay, dung anh xa ngugc thi xac dinh
duoc tin ban dau bén phat di phat di 1a ‘baba’. Nhu vay, ta di thuc hién viéc ma hoa thong tin
trong qua trinh phat va nhan ban tin noi trén.

Khi kénh truyén c6 nhidu thi viéc giai ma phuc tap hon, truéc hét bo gia ma phai tim
cach xac dinh duoc tir ma da giri di mot cach hop 1y nhét, sau d6 méi suy ra théng diép ban dau.
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V6i kénh truyén c6 nhiéu thi qua trinh giai ma chi yéu la lam thé nao dé xac dinh duoc ding tir
ma da gui. Do ciing 1a muc ti€u chinh cua ly thuyét ma hoa.

Xét thi du sau cho qua trinh ma hoéa trén mot kénh truyén c6 nhiéu:

Ta c6 cac khai niém lién quan dén qua trinh ma hoa thong tin.

Dinh nghia 1.2.

= Bang ky hiéu dung dé biéu dién cac tin ngudn goi 1a bang ky hiéu nguén (hay bang chi
cai ngudn); bang ky hiéu ding dé biéu dién cac tin ma héa goi 1a bdng ky hiéu ma.(hay
bang chir cdi md). SO cac ky hidu trong bang ky hiéu ma goi 13 co' s6 md, thuong ky hiéu
1a g. (chang han ma dung bang ky hiéu {0, 1} goi 1a mi c¢6 co s6 q = 2, cOn goi 1a ma nhi
phan).

= M4 hoa (Encoding) 1a qué trinh ding cac ky hiéu ma dé biéu dién cac tin ngudn. Qua
trinh ngugc voi qua trinh ma hoa goi 1a giai ma (Decoding).

= Tir ma (Code-word) 13 xau ky hiéu ma biéu dién cho mot tin ngudn. Tép tit ca cac tir ma
tuong g vadi cac tin cua mdt ban tin nguon (thong di€p) goi 1a ma (code) hay bo ma,
thuong ky hi¢u 1a C.

»  Md khoi la khai niém dé chi ca mot ban tin hay mot khdi tin cua nguén dugc ma hoa, thay
vi ma hoa mdi tin ctia ngudn.

= Chiéu dai tir ma 13 s6 ky hiéu c6 trong mot tir ma.

Moi hé théng truyén tin (Communication System) trong thé gidi thuc déu bi can tré boi
nhiéu (noise) va do d6 dé bi sai sot trong viéc truyén tai thong tin. Claude Shannon [1] da dit nén
mong cho viéc dung cac phuong phap ma héa trong cac hé thong thong tin lién lac sao cho cac
16i x4y ra trong truyén tin c6 thé dugc giam xudng véi xac suat nho tuy y. Nhitng phuong phap
nay dua trén co s¢ cua ly thuyét ma hoa thong tin.

Hinh 1.2 trinh bay mo hinh hé thng truyén tin (Communication System) c6 (mg dung 1y
thuyét ma hoa dé xur 1y thong tin.
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Noi guri Bo Kénh Bo R Noi nhan
théng diép| | | M& hoa -; "| truyén [T | Giaima . | théng diép

A 4

Théng diép Thong diép

Théng diép T ma
= nhan ducc dwoc xir Iy
x=x1...xk C C‘]...Cn = = = . y
y=c+e X
Léi
e =eq..e;

Hinh 1.2. M6 hinh trao doi thong tin trong Ly thuyét Ma hoa

Nhu vay Ly thuyét ma héa 1a mot nganh caa Tin hoc nhim nghién ciru cac phuong phap
m4 hoéa thdng tin trong qua trinh truyén tin dé giai quyét tinh trang 15i xay ra trén duong truyén,
ddng thoi ciing dua ra cac cac phuong phap dic biét dé co thé phat hién 151 va sira sai cac 10i, xir
1y cac dic tinh ciia mi va c6 nhiéu ung dung quan trong trong viéc truyén tin, luu trit va khoi
phuc dit liéu, va nhiéu tmg dung khac trong khoa hoc mdy tinh.

1.1.3 Sw khac nhau giira 1y thuyét ma héa va 1y thuyét mat ma

Ly thuyét M hoa 1a mot nganh ciia Tin hoc lién quan dén truyén dit liéu qua cac kénh bi
nhiu va phuc hoi cac thong diép duoc gui di. Mot cach khai quat, Ly thuyét M& hoa 1am cho
thong diép tré nén it sai sot va dé doc hon, trong khi d6 Ly thuyét Mat ma la ciing mot nganh cua
Tin hoc nhung lién quan dén mot k§ thuat lam cho viéc doc thong diép trg nén kho Khan.

Diéu nay duogc thé hién khi so sanh hai md hinh trao d6i thdng tin trong Ly thuyét Ma hoa
va Ly thuyét Mat ma sau:
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Noi glri
thdng diép
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Kénh

truyén

L

Bo

Noinhan

Giaima | ; |thong diép

Théng diép

X

ME hoa | |

= X Xy C=0Cq...Ch

e=-8ey..8,

Tlr ma

Thong diép  Théng diép

L6i

i nhan duwoc
y=c+e

duwgre X0 ly
X

1. Mé hinh trao ddi théng tin trong Ly thuyét Ma hoa

Noi giri
théng digp

X

Moi thu
from
Bd T . Bd Noi nhan
v | Ma hoa Y| Giaima | théng diép
.| 'y F :
! Kénh L
Théngdiép [ "|antoan|— " Théng diép
_ nhan duwgc
= Xq.. . Xy
X =¥q . ¥y
Nguén khda

2 M@ hinh trao ddi théng tin trong Ly thuyét Mat ma

Hinh 1.3. Sir khdc nhau giiza Ly thuyét Ma héa va Ly thuyét Mdt ma

1.2 MQT SO CO' SO’ TOAN HOC CUA LY THUYET MA HOA

Toan hoc dong vai tro rat quan trong trong viéc xay dung va phét trién Tin hoc, nhét 1a
trong 1y thuyét ma hoa. Trong phan nay, chliing ta s€ nhac lai mgt s6 khai niém co s& va mot so

két qua ctia Toan hoc c6 lién quan téi viéc trinh bay ndi dung Ly thuyét ma hoa.

1.2.1 Céc phép toan logic ménh dé va cac phép toan bit

Céc quy tic cua logic cho ¥ nghia chinh x4c cta cic ménh dé va duoc sir dung dé phan biét
gitra cac 1ap luan dung va khong ding. Cung véi tam quan trong cua nd trong viéc hi€u bict vé
suy luan toan hoc, logic hoc con nhiéu tmg dung trong Tin hoc, nhat la trong 1y thuyét mé hda.
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Ménh dé

Ménh dé 14 co so dé xay dung mén logic ménh dé.

Mot ménh dé 1a mot cau, mot phat biéu (statement) diing hoic sai, chir khong thé vira ding
vlra sai.

Thi du 1.3 Xét cac cdu sau:
» Handi la thu d6 cua Viét Nam.
= 3>4.
= X-2=5.

Cau 1 1a ménh d dtng.

Cau 2 la ménh d¢ sai.

Cau 3 khong phai 1a ménh dé vi bién x chua dugce gan mot gia tri cy thé nén no6 chang dung
cling chang sai.

Trong chuong ndy, cac chit cic nhu p, @, I, s...dugc dung dé ky hiéu ménh dé, ciing nhu
dung dé ky hi€u cac bién ménh dé (1a bién nhan gia tri 1a ménh dé).

Gia tri chan 1y ciia mot ménh dé p : ky hiéu 1a V(p). V(p) = T (True-dtng) néu p 12 ménh
dé ding (trong may tinh duoc biéu dién bang s6 1), V(p) = F (False-sai) néu p 1a ménh dé sai
(trong may tinh duoc biéu dién bang s 0).

Cdc phép todn logic ménh dé

Cé4c ménh dé nhu trén goi 1a cac ménh dé don hay ménh dé so cép. Nho cac phép todn
logic ménh dé, tir cac ménh dé ban dau co6 thé tao ra cac ménh dé méi goi la cac ménh dé phtrc
hop (hay ménh dé phurc). Quy tic xac dinh cdc ménh dé phtrc dya trén quy tac xac dinh gia tri
chan ly cua chiing, tir cac gia tri chan ly cua cac m¢nh dé ban dau.

Ta c6 cac phép toan logic ménh dé sau:
Dinh nghia 1.3
Gia st p, q 1a cac ménh dé, khi d6 ta co cac ménh dé phirc hop nhan duoc tir p va q qua cac phép
toan logic ménh de:
1. ‘héiciia p va ¢’ (hay ‘pvaq’, ‘p AND ¢’ ) ky hiéu ‘p A q’, 1a mot ménh dé chi dung khi
ca p va g cung ding, va sai trong cac truong hop con lai.
2. ‘tuyén ciia p va g’ (hay ‘p hodc o, ‘p OR @) ky hiéu ‘p v q’, 1a mot ménh dé chi sai khi
ca p va g cung sai, va dang trong cac truong hgp con lai.
3. ‘tuyén logi cia p va g’ (hay *p tuyén logi q’, ‘p XOR @ ) ky hiéu ‘p @ q’, 12 mot ménh dé
dung khi p va g nhan gia tri khac nhau, va sai khi p va q nhan cung gia tri.
4. ‘phii dinh p’ (hay ‘khéng phdi p’, ‘NOT p’ ) ky hiéu ‘—p’ , 1a mot ménh dé dung khi p sai
va nguoc lai
5. ‘p kéo theo ¢’ ky hiéu ‘p — ¢, 1a mot ménh dé chi sai khi p dung va q sai, va ding trong
cac truong hop con lai.

Sk

‘p twong dwong ¢’ ky hiéu ‘p < ¢, 1a mot ménh d& ding khi p va q nhan cling gia tri, sai
trong truong hop khi p va g nhan gia tri khac nhau.
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Tom tit bang gia tri chan 1y cia cic ménh dé phic hop véi cac todn A, v, @, -, — , <
trén nhu sau:

Gia tri cac ménh dé don Gia tri chan ly cac ménh dé phirc qua cac phép toan
p q PAQ Pvq p®q - P pP—9q p<q
T T T T F F T T
T F F T T F F F
F T F T T T T F
F F F F F T T T

Hinh 1.4. Bdng gia tri chan ly cia cac phép toan logic ménh dé

Doi khi dé don gian, ta co thé thay cac gia tri 1/0 twong tmg cho T/F trong bang 1.4 dé nhan
dugc bang gié tri chan 1y cia cac phép toan logic ménh dé véi cac gia tri chan 1y ciia cac ménh
dé1a 1 hoac 0.

Cac phép toan bit

Céc thong tin dugc biéu dién trong mdy tinh bang cac bit, mdi bit ¢6 hai gia tri kha di 12 0 va 1.
Vi vy cac ma nhi phan trén bang ky hiéu ma {0, 1} duoc ding kha phd bién trong 1y thuyét ma
hoa théng tin. Cac tinh toan va4i cac ma nhi phan thuong dung cac phép toan trén cac bit va trén
c4c xau bit. Khi thay cac gia tri chan 1y cta cac ménh dé 1a 1 hodc 0 twong tmg cho T hoic F, ta
c6 thé tinh dugc gia tri cac phép toan AND, OR, XOR truc tiép vO1 céac bit nhan gia tri 1 hoac 0.
Khi d6 ta co cdc phép todn AND .bit, OR .bit va XOR .bit dugc xac dinh nhu sau:

=OR 0 1 AND 0 1 XOR 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 1 0

Hinh 1.5. Cac phép toan bit
Thong tin thuong duoc biéu dién bang cac xau bit, 1a ddy cac s6 0 va 1. Khi d6, cac phép toan bit
trén day c6 thé duoc ding dé thao tc trén cc thong tin do.
C6 thé mo rong cac phép toan bit dbi véi hai xau bit ¢é cing dé dai, bang cach ap dung
céc phép toan OR.bit, AND.bit, XOR.bit dbi v¢i cac bit & vi tri twong ng trong hai xau trén.
Thi du 1.4: next T5 18/1/18. Tim OR bit, AND bit, XOR bit ddi véi hai xau 10011011 va
01100111.

Ta co:
10011011
01100111
1111111 OR bit
00000011 AND bit
11111100 XOR bit <
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Dinh nghia 1.4.

Phép toan XOR .bit con goi la ‘phép cong bit’ ( + . bit, ky hiéu @), phép toan AND .bit con goi
la ‘phép nhan bit’ (x . bit, ky hiéu ®).

Thi dy 1.5 Tim + bit, x .bit d6i v&i hai xau 10011011 va 01100111.

Ta co:
10011011
01100111
11111100 + bit
00000011 . bit <

1.2.2 So6 hoc ddng du

S6 hoc dong dw
Dinh nghia 1.5

= Cho a la mot s6 nguyén va m 1a mot sé nguyén duong. Khi do, ta ky hiéu a mod m (hay a
modulo m) 1a mot phép toan cho két qua 13 sb du khi chia a cho m.

= Néu a va b 13 hai s6 nguyén va m 1a mot sé nguyén duong, thi a duoc goi 1a dong du voi
b theo modulo m, ky hiéu a = b (mod m), néu a-b chia hét cho m. Ta ding ky hiéu a Fb
dé chi a va b khong dong du theo modulo m.

Nhéan xét:

1. Tr dinh nghia ctia s6 du ta suy raa mod m 1a s nguyén r sao cho: a=qm +r, v6i 0
<r<m va q la mot s6 nguyén.

2. a=bnéu va chi néuamod m=bmodm .
Thi du 1.6 : Xac dinh 15 ¢6 dong du véi 7 va 6 c6 dong du véi 3 theo modulo 2 hay khong?
Gidi : Vi 15-7 = 8 chia hét cho 2 nén 15 =7 (mod 2).
Tuy nhién, vi 6-3 = 3 khong chia hét cho 2 nén 6 # 3 (mod 2). <«
Lién quan dén khai niém dong du, ta ¢ hai dinh 1y sau

Pinh ly 1.1: Cho m 1a mét s6 nguyén duong. Céc s6 nguyén a va b dong du theo modulo m néu
va chi n€u ton tai mot so nguyén k sao choa=b + k.m

Dinh Iy 1.2

Cho m la mét s6 nguyén dwong, Néu a = b (mod m) va ¢ = d (mod m) thi
a+c=b+dmodm)vaac = bd (modm)

Vi du 1.7: D& thiy rang 15=7 (mod 2 ) va 6 =4 (mod 2) , theo Pinh 1y 1.2 thi:
15+6=(7+4)(mod 2), hay 21 = 11(mod 2)

Cing theo dinh 1y 1.2 thi: ~ 15.6 =7.4 (mod 2), hay 1a 90 = 28 (mod 2)

Phép cong va phép nhan modulo m
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Dinh nghia 1.6
Cho sé nguyén dwong m, xét tip s6 nguyén M = {0, 1, ... , m — 1}, phép cong modulo m (ky
hiéu @) va phép nhan modulo m (ky hiéu ®) trén M duoc xac dinh nhu sau:
» VabeMthia®b=(a+b)modm
» VabeMthia®b=(a.b)modm
Thi dul.8
Véi m =2, khi d6 trén tap s6 M = {0, 1},
= taco phép cong modulo 2 xac dinh nhu sau:
Va,b e {0, 1}thia®b=(a+b)mod2. Ta cé cic két qua sau:
0®0=0mod2=0
0®1=1mod2=1
1®0=1mod2=1
1®1=2mod2=0
= ta c6 phép nhan modulo 2 xac dinh nhu sau:
Va,be{0 1}thia®b=(a.b)mod2. Ta co cc két qua sau:
0®0=0mod2=0
O®1=0mod2=0
1®0=0mod2=0
1®1=1mod2=1
Chu y:. Két qua phép cong modulo 2 chinh 1a phép XOR bit, con phép nhan modulo 2 chinh 1a
phép AND bit (xem 2.1.1). Do do6 phép cdng bit (+.bit) con goi la phép cong modulo 2, va phép

nhan bit ( x.bit) con goi 1a phép nhan modulo 2, 1a cac phép toan dugc dung trong cac tinh toan
trén cac xau bit.

1.2.3 Tép hop va anh xa
Mo td tap hop

Néu s6 phan tir ctia tap hop 1a hiru han va khong qua 16n ta c6 thé dic ta tap hop bang cach
liét ké tat ca cac phan tir ciia no giira hai ddu ngodc nhon { }, cac phan tir trong tap hop duoc viét
cach nhau boi dau phdy ° , ' va khong quan tdm dé thtr ty cac phan tu ciia mot tap hop.

Néu phan tir x 1a thudc tap hop A, ta viét xe A (doc x thudc A), néu trai lai, ta viét x¢ A.
(doc x khong thudc A).

Céc chir cai in hoa thudng duoc dung dé dit tén cho tap hop.

Hai tap hop bang nhau 1 hai tap hop c6 cac phan tir nhu nhau, chiang han, tap hop A = {1,
2,3,4,5} labang tap hop B, v6i B= {2, 1,4, 3, 5}, va ta viét A = B.

Thidu 1.9 Goi D 14 tip hop cac ngay trong tuan, khi d6 ta c6 thé biéu dién D bang cach liét ké
cac phan tir cia no:

D = {Mon, Tues, Wed, Thurs, Fri, Sat, Sun}
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Ta c6 Mone D, Frie D, nhung Septemberg D.
Ngoai ra, tip hop: {Sat, Tues, Wed, Mon,Thurs, Fri, Sun} ciing bang tap hop D.

Néu mét tap hop chira mat s6 kha 16n céac phén ttr, hodc la vo han cac phén tr, nguoi ta co
thé khong liét ké tat ca cac phan tur cua tap hop, ma dung cach dac ta tdp hop theo mot so tinh
chat dac trung cua cac phan tir cia no.

Thi du 1.10: C6 thé cho tip hop theo cac cach sau :
D = {x | x 1a mdt ngdy trong tuan }, D 14 tip cac ngdy cta mot tuan 18,
C={z|z=a+ib, voia, be R, i*=-1}, C la tap hop sd phic,
X = {x | x> 5}, X 1a tap cac s thuc co gia tri 16n hon 5.

Ta noi tap hop A 1a tip hop con ciia tip hop B va ky hiéu 1a A < B, néu moi phan tir ciia A
ciing 14 phan tir ciia B.

Ta néi tap hop A 1a tap hop con thyc sy cua tap hop B va ky hiéu 1a A < B, néu A 1a tap
hop con cta B, va trong B ¢6 it nhat mot ph'?m tor khong thude A.

Trai lai, néu A c6 du chi mot phan tir ma khong phai 13 phan tir cia B thi A khong phai 1a
tap hop con cua tap hop B.

= Néu A c B thi ta néi A bi chira trong B, hay B chira A.

» Néu A — B thi ta n6i A bj chtra thuc su trong B, hay B thuc su chira A.

= Hai tap hop A va B goi 1a bang nhau khi va chi khi A c BvaB c A, va viét A=B.
Phirong phdp chitng minh hai tdp hop bang nhau
Pé chimg minh 2 tap bang nhau, A = B, ta s& ching minh hai bao ham thic A c BvaB c A.

Pé chimg minh A < B ta can chi ra ring: v&i phan tir bat ky xe A thi ciing ¢6 xe B, véi
bao ham thirc nguoc lai B < A cling chimg minh tuwong tu. (xem thi du 1.5)

‘ Mot truong hgp ddc biét cua tap hop 1a “tap thNro”Nng”, tap hop nay khong chua bat ky
phan tr nao, va dugc ky hi¢u 1a @, hay { }. Tap hop rong dugc xem nhu tdp con ciia moi tap
hop.

Tap hop tat ca cac tap hop con clia tap hop A goi 1a tap hop lity thira ctia A, ky hiéu 2.
Nguoi ta ky hiéu | A |13 s phan tir ciia A, con goi 13 luc luong cua tap hop A.
RG rang ta co | 24 = 2 1AL,
Thidul1l:
a.{1,2,3,4}c{21,4,5, 3}
bl. {1,2,3,4,5}={5,1, 2, 3,4}
c/.Cho A = {1, 2, 3} thi tap hop lliy thura cua A 1a
28 ={@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
Taco|2” =2 !A1=2%=8 phan tir

Trong gi4o trinh ndy, tir nay vé sau, dé cho ngan gon, ta dung tir “tap” dé thay cho “tap hop”.
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Cdc phép toan trén tdp hop
Cac tap hop duogc xét & day dugoc xem nhu la cac tap con ctia mot tap vii tru X nao do. Cac
phép toan cho trén tap hop la:
a. Phan bu cua tap hop A trong X, ky hi¢u A, la tap cac phén tr cia X ma khong thudc A.
A ={xe X|xeg A}
b. Hop cua A va B, ky hiéu A U B, 1a tap cac phén tir hodc thudc A, hoac thudc B, hoac
thudc ca A va B.
A U B ={x|xe A hoac xe B}
c. Giao ctia A va B, ky hiéu A N B, 1a tap hop cac phan tir dong thoi thude ca A va B.
AN B={x|xe Avaxe B}

d. Hiéu cua A va B, ky hiéu A \ B (hoac A — B), 1a tap cac phﬁn tor thugc A ma khong
thudc B

A\B ={x|xe Avaxg B}

C6 thé ching minh dugc cac tinh chét sau ciia cac phép toan trén tap hop

= Giao hoan
AuB=BUA
ANnB=BnA
= Két hop
(AuB)uC=Au(BUC)
AnB)nC=An(BNC)
* Phan b

AuBNC)=(AuB)n(AUC)

ANn(BuC=(AnB)u(ANnC)
= Di ngau (cong thirc Demorgan)

AUB=ANB

ANB=AUB

Tich Descartes cua cdc tdp hop
Tich Descartes (tich Dé cac) cua hai tap A va B 1a mot phép ghép hai tap dé duoc tap hop
moi, ky hiéu A x B:
AxB={(a b)|ac A be B}
C6 thé mé rong tich Descartes cho nhiéu tap hop:
A1 x Ao x... x An={(az,a,..., an) |aiec Ai,i =1, 2,...n}.
C6 thé dung ky hiéu lity thira dé chi tich Descartes cua cliing mét tp hop:
Ak = A x Ax...x A (k lan)
Thi du 1.12 : Cho R 1a tap s6 thuc, biéu dién cac diém trén duong thang, khi do:

R? = {(x, y) | Xe R, ye R}biéu dién cac diém trén mit phang,
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R3={(X, Y, 2) | Xe R, ye R, ze R}biéu dién cic diém trong khong gian,
Thi du 1.13 : Chtng minh coéng thirc Demorgan thtr nhat: AUB = ANnB

Ta can chimg minh hai bao ham thic : AUBc A~B VAANBC AUB.

= Chirng minh AUBc ANB @) :

Gia str x 1a phan tir bt ky ma xe AUB, khi d6 x¢A U B, suy ra xg A va xe B, viy
xe AN B . Bao ham thirc (a) dugc ching minh.

= V6i bao ham thte ANB< AUB (b) ta cling ching minh tuong tu.

Twr (a) va (b) suy ra AUB=ANB.

Céc ban sinh vién tu ching minh cong thirc Demorgan thir hai nhu 1a mdt bai tap.
Tap liy thira cua mot tap hop.
Dinh nghia 1.7: Cho tap hop A, tap lity thira cua A, ky hiéu P(A), 1a tap tit ca cac tip con cla A.
Thi du 1.14: Tim tap lly thira cua tap {1,3,5}.

Giai : Tacd P({1,3,5}) = {2,{1}.{3}.{5}.{1,3},{1,5}.{3,5},{1,3,5}}. <
Nhan xét :

Néu tap A c6 n phan tir thi tap P(A) s& c6 2" phan ti.
Anh xa trén cdc tap hop

Giira cac tap hop co thé c6 sy tuong Gmg gitra mot (nhiéu) phan tir cia mot (nhiéu) tap hop
nay v&i cac phan tu cua (cac) tap hop khac, khi do ta c6 mdt anh xa gitra cac tap hop do.

Dinh nghia 1.8

Cho hai tdp hop A va B, néu c6 mét quy tdc f cho twong img méi phan tir x € A V6i mot
phan tir duy nhat y € B thi ta néi cé6 mét anh xa f tir A vao B, va ky hiéu la f: A— B

= Phan tir ye B ma tuong tng véi phan tir xe A dugc goi 1a anh ciia X qua anh xa f,
thuong dugce ky hidu la 'y = f(x).

= Tap tat c nhiing gia tri ye B 1a anh cta X ndao d6 trong A, goi 1a anh ctia A qua 4nh xa f,
duoc ky hi€u va xac dinh nhu sau:

f(A) ={yeB|coxed déy=fXx)}
Tir dinh nghia 4nh xa trén day, chi y rang anh xa f phai thoa man hai tinh chat:

(i) Moi phan tir xe A déu c6 twong ing véi mot phan tir ye B. Tap A con duge goi 1a mién
xéac dinh cta anh xa f. (khong thé c6 phan tir nao cuia A khong co twong tmg vao B)

(ii) C6 thé c6 hai phan tir khac nhau clia A cling twong tng v&i mot phan tir cia B, nhung
mot phan tir ctia A thi khong thé twong tng voi hai phan tir khac nhau cua B.

Néu vi pham mot trong 2 tinh chét trén thi phép twong tng f khong phai 1a mot anh xa.
Dinh nghia 1.9
Cho anh xa f tir A vao B, khi do6:
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al. Anh xa f: A— B duwoc goi la don dnh néu anh ciia cdc phan tir khdc nhau la khéc nhau.

N0oi cach khéc: anh xa f goi la don dnh néu véi moi x1, X2 € A, Ma X1 # Xz, thi f(x1) = f(x2)

b/. Anh xa f: A— B dwroc goi la todn dnh néu f(4) = B.

Néi cdch khdc: anh xa f goi la toan dnh néu véi bat ky y € B, ¢é it nhdt mot phan tir x € A
twong ung voi y, tie la co x € A sao cho 'y = f(x).

c/. Anh xa f: A— B goi la song dnh néu f vira la don énh vira la toan dnh.

Chuy:

1. Néu f: A— B 1a mot anh xa song anh, thi ton tai anh xa ngugc tir B vao A, ky hiéu f
B— A, tmg mdi phan tir y € B véi mot phan tir xe A may = f(x).

Anh xa nguoc f *1: B— A ciing 1a mét song anh va chi anh xa song anh méi c6 anh xa
nguoc

2. Anh xa don anh con dugc goi 1a “anh xa 1 — 1’; 4nh xa toan anh con goi la ‘anh xa 1én’
va anh xa song 4nh con goi la anh xa ‘1 — 1 va ‘lén’.

3. Anh xa f: A— B ciing dugc goi 1a mot ham tir A vao B. Khi cac tdp A, B 1a cac tap con
cua tap so thuc R, thi cac 4nh xa dugc goi la cdc ham so.

Thi dul.15: Goi A 1a tdp céc sinh vién trong 1 16p, B= {0, 1, 2,..., 100},

al. Phép tuong tmg f g mdi sinh vién véi 1 gia tri trong B 1a diém thi mén tiéng Anh cta
sinh vién d6 (thang diém 100, khong c6 diém 18). R3 rang f 1a mot anh xa tir A vao B, vi voi mdi
sinh vién déu c6 diém thdéa man tinh chat (i), va mot sinh vién chi c6 mét diém duy nhat (thoa
man tinh chét (ii) ctia 4nh xa).

b/. Phép tuwong umg nguoc lai tir B vao A khong phai 13 anh xa, vi co thé v6i mot gia tri
trong B g véi nhiéu sinh vién ciing nhan gia tri 6 1a diém (ph4 v& tinh chat (ii) cua anh xa.
Ngoai ra, co thé co nhitng gié tri cia B khong c6 sinh vién nao cé diém nhu vay (pha vo tinh
chat (i) ctia anh xa). Phép twong ting pha v& it nhat mot trong hai tinh chét trén thi khong phai 1a
anh xa.

c/. Néu goi C 1a tap cac mi sinh vién cta 10p, thi twong Gmg g mdi sinh vién v6i ma SV cua
minh s€ 1a mQt anh xa vira c6 tinh don &nh, vira c6 tinh toan anh, vay g la mét anh xa song anh tu
A vio C. Ta c6 4nh xa ngugc tlr tip ma sinh vién C vao tip sinh vién A: g1: C— A. R0 rang anh
xa g *cling 1a mot song anh.

Cac ban sinh vién c6 thé tim thém cac thi du vé cac loai anh xa.

1.2.4 Cac ciu tric dai sb.
Cho mot tap hop khong réng A cac phan tir. Mot quy tic “** cho phép tir hai phan tir bat ky ciia A
tao nén mot phan tor moi cling thudc A, tic la:

Va,b e Athi a»b €A
duoc goi 1a mot luat hop thanh trén A (hay mot phép toan tran A). Phép todn “** ¢6 thé thoa man
mat s6 tinh chat, chang han tinh giao hoén, tinh két hop. ..

Tap A khac rdng, trén d6 c6 trang bi mot hay nhiéu luat hop thanh (phép toan), véi nhiing tinh
chat xac dinh tao nén moét cau truc dai so.
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Mot vai chii y vé tén goi va ky hiéu: Céc cu trac dai s6 thuong sir dung céc ludt hop thanh cong
(con goi 1a phép cong, ky hiéu ‘+’) va luat hgp thanh nhan (con goi 1a phép nhan, ky hi¢u “.”) trén
tap A, d6 1a cac phép toan cho phép tir hai phan tir ciia A tao ra phan tir méi ciing thudc A , thoa
man mot sd tinh chét nao d6. Vi mdi phép 4+ hay phép nhan .”, tén goi ctia mot s tinh chat co
thé thay d6i cho phu hop thoéi quen st dung. Chang han, v6i phép cong thi phan tir trung hoa duogc
g0i 13 phdn tir khéng <0°, con v6i phép nhan thi phan tir trung hoa dwoc goi 14 phan tir don vi *1°.
Phan tir doi (ky hiéu “-x”) trong phép cong khi chuyén qua phép nhan goi 14 phdn tir nghich ddo
(ky hiéu © 1/x * hay *x "1*)
C6 3 chu tric dai sd quan trong trong toan hoc, do 1a : CAu triic Nhom, Vanh va Truong, dac biét
1a cac truong hiru han GF(q) ¢6 nhiéu tng dung trong co sé ma hoa thong tin.
Ciu triic Nhém
Nhom 13 ciu triic du tién c6 nhiéu tng dung, va 1 co sé dé xay dung céac cau tric vanh va
truong.
Dinh nghia 1.10.
Nhém la mét tdp hop A, trén dé cé6 mét phép todn, ky hiéu la phép “ + °, théa man cdc tién dé:
(1) Tinh két hop: Va,b,c e Athia+ (b+c)=(a+b)+c
(2) Ton tai phan tir 0 € A sao cho va e Athi a+ 0 =0+ a. Phan ti 0 la duy nhat trong A.
(3) Ton tai phan tir d6i: Va e Athi ¢6 phan tir déi —a e Asaochoa+ (—a)=(-a) +a=0.
Véi méi a €A, phd‘n tr déi—ala duy nhat.
=  Nhom A véi phép cong “+* ky hidu 1a ( A, +). Néu phép cong c6 tinh giao hoan thi nhoém
A goi la nhém giao hoan hay nhom Abel.
Thidu 1.16
1. Tép céc sd nguyén Z véi phép cong cac s6 thong thuong 1a mot nhom Abel.
2. Cho A 1a tap céc s hitu ty khac khong: A = Q\{0}, phép toan hai ngdi 14 phép nhan
thong thuong .”, khi d6 d& thay A 1a nhém Abel.
3. Tap A= {0, 1} voi phép cong modulo 2 (phép cong.bit) Ia mdt nhom Abel.
Thét vay, c6 thé thay rang A véi phép cong .bit thoa mén 3 tién dé trén:
- Tién dé két hop: rd rang Va, b, c € Athia+ (b +¢) = (a +b) +c.
- Phan tir khong 12 0: V0, 1e Athi0+0=0,1+0=1
- Ton tai phan tir d6i: d& thdy phan tir ddictia 0140 do 0 ®0=0, ddicta 1 1a 1, do 181 = 0.
Vay (A, @) 1a mot nhém Abel.
4. Tap A={1,2, ..., p-1} vbi phép nhan modulo p 1a mdt nhom Abel.
Ciu triic Vanh

Vanh 12 mot cau tric dai s6 phtrc tap hon cAu triic nhom, c6 thé coi vanh 1a mot nhom véi
phép cong co tinh hoan va bo xung thém mot phép toan nhan co tinh két hgp va co tinh phéan
phoi voi phép cong.

Ta c6 dinh nghia cu thé sau:
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binh nghia 1.11
Vanh la mgt tap A khong rong, trén dé c¢6 hai phép toadn cong “ + *va nhdn * . théa man
cac tién de sau:
(1) voi phép cong thi (A, +) la mot nhom Abel.
(2) phép nhén cé tinh két hop: Va,b,c e Athia.(b.c)=(a.b).c
(3) phép nhan c6 tinh phdn phéi doi véi phép céng: va, b, c e Athia.(b +c)=ab +a.c
= Vanh A véi 2 phép todn “+’ va *.” dugc ky hiéula ( A, +,.).
Chay:
1. Phan tir khong ctia nhoém (A, +) ciing goi 1a phan tir khong cua vanh;
2. Néu phép nhan co tinh giao hoan thi A goi 1a vanh giao hoan.
3. Néu phép nhén c6 phan tir don vj thi vanh (A, +, ) goi Ia vanh 6 don vi. Phan tir don vi
ctua phép nhan ciling goi 1a phan tir don vi cua vanh.
Thi du 1.17
1. Tap cac s6 nguyén Z, tap cac s6 hiru ty Q, tap s thuc R véi phép cong va phép nhan
thong thuong 1a cac vanh giao hoén c6 don vi.

2. TapA=1{0,1,2,3,4,5} vdi phép cong va phép nhadn modulo 6: va,b e Athia® b =
(a+ b) (mod 6), a® b = (a .b) (mod 6) . D& thiy riang v4i hai phép toan nay thi (A, &,
®) 1a vanh giao hodn c¢6 don vi, va goi 1a vanh cac déng du theo modulo 6.

3. Tap A= {0, 1} voi phép cong va phép nhan modulo 2: Va,b e Athia®b=(a+b)
mod 2, a ® b = (a.b) mod 2 . D& thiy rang véi hai phép toan nay thi (A, ®, ®) la vanh
giao hoan c6 don vi, va goi 1a vanh cac déng du theo modulo 2. Chu ¥ ring cic phép
cong va nhan theo modulo 2 chinh 1a cac phép cong.bit va nhan.bit da biét.

Dinh nghia 1.12:
Cho vanh (A, +, . ), néu phép nhan c6 tinh chdt: a .b = 0 thi hodc a = 0 hodc b =0,
thi vanh (4, +, . ) dwoc goi la vanh nguyén
Chuy:
1. Néucoab=0vSia=0,b=0thiavab goilacic udc cia 0, khi d6 vanh ( A, +, .) goi
la vanh c6 udc cua 0. Nhu vdy vanh nguyén ( A, +, . ) 1a vanh khong c6 uéc cua khong.
2. Trong vanh nguyén ta c6: diéu kién can va da dé mot tich bang 0 1a mot trong hai nhan tir
bang 0.
Thidu 1.18
1. Vanh cac sb nguyén Z, vanh céc sd hiru ty Q, vanh céc sb thuc R (voi phép cong va phép
nhan thong thuong) l1a cac vanh khong c6 udc cua 0. D6 1a cac vanh nguyén.
2. Vanh cac ddng du theo modulo 6 trong thi du 1.17 (2) 1a vanh c6 wdc cta 0, vi v6i 2 = 0,
3 # 0 nhung 2 ® 3 = 0. Vanh nay khong phai vanh nguyén
3. Vanh cac ddng du theo modulo 2 trong thi du 1.17 (3) 1a vanh khong c¢6 wdc cta 0. Vanh
nay la mgt vanh nguyén.

4. Véip la s6 nguyén tb thi moi vanh cac dong du theo modulo p & vanh nguyén.
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Ciu tricc Truwong
binh nghia 1.13
Truwong la mot {dp A khéng réng, trén d6 c6 hai phép todn cong “ + ’va nhin * . théa
man cdc tién dé sau:
Q) (A, +,.) la mot vanh giao hodan cé don vi.
(2) va e A, a=0 thi déu cé phan tir nghich dao a™* (hay 1/a)
= Truong A véi 2 phép toan ‘+’ va “.” dugc ky hi¢ula (A, +, ).
Nhan xét
1. Truong la mdt vanh nguyén

2. Mot truong gdm tdi thiéu 2 phan tir: phan tir khong ctia phép cong va phan tir don vi ctia
phép nhan

3. Néu F la mot truong thi a.0=0.a=0, Va € F.
4. Néucoab=acvsia=0 thisuyrab=c

Tt cac dinh nghia nhom, vanh, truong trén day, ta co thé dinh nghia truc tiép cho céu trac truong
nhu sau:

Dinh nghia 1.13*

Truong la mot tdp A khong rong, trén dé c6 hai phép todn cong “ + ’va nhéan * . théa
man cac tién de sau:

(1) P hép cong (+) c6 tinh két hop va giao hodn, c¢é phan tir khéng, ¢é phan tir doi.

(2) Phép nhén () c6 tinh két hop va giao hoan, cé tinh phdn phoi véi phép céng, cé phan tir
don vi.

(3) va €A, a=0 thi déu cé phan tir nghich dao a™ (hay 1/a)

= Truong A voi 2 phép todn “+’ va “.> duoc ky hiu la (A, +, ).

Thidu 1.19
1. Tap cac sb hiru ty Q, tap s thuc R véi phép cong va phép nhan thong thudng 1a cac
truong.

2. Néu p 1a mot s6 nguyén tb, tap F= {0, I, ..., p— 1} v6i cac phép cong va phép nhan
modulo p 13 mot trudng, goi 1a trudng cac ddng du theo modulo p.

3. Tap F={0, 1} voi phép cong .bit va phép nhan .bit (cac phép cong va nhan modulo 2, ky
hiéu @ , ® ) 1a mot truong

binh nghia 1.14

Trwong (F, +,.) co s6 phan tiv | F | = q hitu han goi la truong hitu han hay trieong
Galois, duoc ky hiéu la truong GF(q) hay F.

Dbi véi cac truong Galois ta co dinh 1y quan trong sau:
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Dinh ly 1.3
Moi trwong F hitu han thi s6 phan tir ciia né phdi cé dang : | F | = p™, véi p la so nguyén
16, va m la s6 nguyén dwrong
= Noi cach khac, cac trudng Galois déu c6 dang GF(p™) trong d6 p 1a mot sd nguyén t6 con
m 13 mot sé nguyén duong.
Thidu 1.20
1. Theo dinh 1y trén, voi p 1a mot s6 nguyén t6, m = 1, khi d6 trudng cac dong du theo

modulo p: F={0, 1, ..., p—1} v&i cac phép cong va phép nhan modulo p 1a mdt truong
Galois, ky hiéu GF(p) hay Fp.

2. Véip=2,m=1,tap F= {0, 1} v&i phép cong.bit va phép nhan.bit (cac phép cdng va
nhan modulo 2, ky hi¢u @ , ® ) 1a mot truong Galois, ky hiéu GF(2) hay Fo..

Truong F2 duoc tng dung nhiéu trong 1y thuyét ma hoéa.

1.2.5 Pai s6 tuyén tinh.
Ma trin:
L& bang s6 gom m hang va n cot.

811 812 ... 81

g1 8pz ... 8z

8m1 8mz ... 8mn

Ma tran A gom m hdang va n cét duoc ky hiéu 13 A = [aij]m xn trong d6 ajj chi phan tr nAm & hang
thtr 1, c0t j cia ma tran A.
Néu ma tran ¢6 s0 hang va s6 cot bang n thi goi 1a Ma tran vuong cap n, ky hiéu An ,
On lai cac phép todn trén ma tran

= (Cong 2 ma tran cung cip: Amn + Bmn = Cmn v6i cac phan tir bang tong cac phan tir trong
ung cua A va B
Nhéan ma tran voi 1 s6 : k.Amn a ma tran cung cép, chira cac phﬁn tir cia A dugc nhan
voi k.
* Nhan 2 ma tran: Amn. Bnp = Cmp, v6i cac phan tir cij = air.b1j + ai2.bzj + @in.bnj

(i=12,.m;j=1,2,.p)

Chuyén vi ma tran Amn dugc ma tran AThm voi cac hang cia A 1a céc cot cua AT

Ma tran don vi cap n, ky hiéu In

100 ..0
) 010..0
COdangZ In: 001 0
000 1
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Tinh chit cia ma tran vudng In:
o V&i moi ma tran vudng A cép n thi: IhA = Al = A
o V&i moi ma tran Amxn thi: Al = A
o V6imoi ma trdn Bnxm thi: 1.B=B

Ky hiéu ghép ma tran: Gia st G 13 ma tran cdp m x k c6 k cot dau lam nén ma tran don vi cap K
() , n-k cot cudi ciia G 1am nén ma trdn A ma tran cap m x (n-k) ta c6 thé biéu dién G dudi
dang G =[] 4]

Chang han véi ma tran G cép 3 x 5

G=

o o =

171 0 1
170 1 1
0 1 0 0
Khi d6 G =[ Iz | A] véi
0 1
A= 1 1
00

Ma tran khong/mot (ma tran bit)
= Cac phép toan bit trén cac ma tran bit.
Thi du 1.20
Cong 2 ma tran bit: (quy tic cong 2 ma tran thong thudng, vai phép +.bit)

Nhan 2 ma tran bit: (quy tic nhan 2 ma tran thong thudng, v6i phép toan 1a +.bit va x.bit

1. Cho
0
1 1T 0 1
1 véB=|'1 10]
1

Tim AB theo céc phép tinh modulo2.

1
1
A=|0
1

Giai :
Ta c0:
1.1+0.1 1.0+0.1 1.1+0.0 10 1
1.1+1.1 1.04#11 1.1+1.0 01 1
AB=|(01+11 0.0+1.1 01+10| = |1 1 O
1.1+1.1 1.0+11 11410 01 1
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Khéng gian vector n chiéu trén trwong sé thue R
Céc ban sinh vién di hoc Dai sd tuyén tinh, can 6n lai va ndm virng cac khai niém sau:
»  On lai dinh nghia khdng gian vector
Céc phép toan:
1. Cong cac vector
2. Nhan vector véi 1 s6
3. Tb hop tuyén tinh ciia mot hé vector
»  Pinh nghia khong gian con
= H¢ vector doc ldp tuyén tinh
= Co sé va sé chiéu ciia mot khéng gian
= Khéng gian n chiéu trén trwong sé thwe: R" = {(X1, Xz, ..., xn)| Xi € R}

»  Tich vé huong cac vector: véi x = (X1, X2,..., Xn) , Y = (Y1, Y2,..., Yn)la cac vector trén
truong F, tich vo huong cua x va y ky hiéu la mot gia tri trén F, ky hiéu la (x, y) hay x.y:

Xy= Z XY
i1

Hai vector n chiéu X, y goi 12 truc giao néu tich vo hudng (x,y) = 0
»  Hai khéng gian con truc giao: Hai khéng gian U va V la triee giao véi nhau néu mét
vector bat ky ciia khéng gian ndy la tric giao véi mét vector ciia khéng gian kia va nguwoc
lai. Tvec la U truc giao voi V khi va chi khi Vu € U, Vv eV thi tich v0 huong (u, v) = 0.
= Khéng gian n chiéu trén truwong GF(q) :
ky hiéu la Fg" = {(X1, X2,..., xn)| Xi € {0, 1, ...g — 1 }}
Trén trudng GF(2), F>" = {(X1, X2,..., xn)| Xi € {0, 1}}, mdi vector ciia %" 1a mot bd n ky hiéu 0
hodc 1, d6 1 1 tir ma nhi phan c6 d6 dai n. Tap hop tat ca cac tir ma nhi phan d6 dai n 1am thanh
khong gian n chiéu /2". Mot bo ma nhi phan C 1a mot tip con ciia /3", néu C 1a khong gian con
¢6 s6 chiéu k < n thi C s& 1a mot ma tuyén tinh.
Tuong tu, trén truong GF(3): 3" = {(X1, X2...., xn )| i € {0, 1, 2}} 12 mbi vector cta F3" 1a mot
bd n ky hiéu 0, 1 hodc 2, 6 1a 1 tir ma tam phan c6 do dai n. Tap hop tt ca cac tir ma tam phan
d6 dai n 1am thanh khong gian n chiéu 73". Mot bo ma tam phéan C 1a mot tap con cta 3", néu C
1a khong gian con c6 s chiéu k < n thi C s& 1a mot ma tuyén tinh
= Khai niém doc 1ap tuyén tinh va phu thudc tuyén tinh trén cac khong gian vector Fy" trén
truong GF(q)
Dinh nghia 1.15
Tdp vector {u1, Uz, ..., un} trong khong gian Fy" la phu thudc tuyén tinh khi va chi khi ton
tai cdc hang sé khong cing bang khong ki, K, ..., kn € Fg={0, I, ...q — 1}, sao cho ta c6:
kiup + kouz +...+ knun = (0, 0, ..., 0) (*)

Trdi lai, néu dang thirc (*) chi xdy ra véi moi gid tri ki = 0, thi tdp vector U la déc ldp
tuyen tinh.

»  On lgi: Cach xdc dinh mot hé vector dc lap tuyén tinh/phu thuoc tuyén tinh, cach giai h¢
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phirong trinh tuyén tinh, diéu kién hé thuan nhdt c6 nghiém khdc khéng....
apxytapx; ..+ ﬁlan:bl

anxXytapX . tangX,= bg

AmiX) + AmXo .. F QX = by

Trong d0, X1, X2,..., Xn lan bién sb. Ta da biét cach giai hé phuong trinh nay trén trudng s6 thuc..
Trong trudng Fa, ta ciing c6 hé phuong trinh tuyén tinh twong tu hé trén, véi cha ¥ rang trong d6
aij, bieF2 = {0, 1}, nghiém cua hé la cac giatrixj € {0,1}, (1< i<m, 1< j<n,)

H¢ phuong trinh trén c6 thé duoc viét theo dang phuong trinh ma tran: AX = b, trong d0 A
12 ma tran bit cdp m x n, chtra cac hé s6 aij, b 13 ma tran cot chira m hang s6 bi, chi y rang ajj va
bi chi nhan gia tri 0 hodc 1, X 1a vector ¢4t n chiéu, chtra cac bién x;j. Tuc la:

811 892 ceeeeene ain || X4 b,
az1  8gz....... asn || X2 | = | b2
8m1 8mz.eeeeens @mn Xn bm

Thi du vé viéc giai mot hé hé phuong trinh tuyén tinh trén truong F2:

x+y=1 (1) Congpt(3)voi(l) >z=0 Vayngi€émcuahé¢:x=0
X+z=0 (2) Thay vao (2) > x=0 y=1
x+y+z=1 (3) Thayx=0vao (1) »y=1 =0

Hé nay ciing ¢ thé viét dudi dang ma tran Ax = b, voi A, b 1a cac ma tran bit. (sv tu viét lai).
Thi du 1.21. Cho hé vector U trong khéng gian F>* (cdac xdu nhi phan do dai 4):
U={u1=(0,1,1,0),u2=(0,0,1,1),us=(0, 1, 0, 1)}. Xét su doc lap tuyén tinh cua hé vector U.
Giai: xét hé thirc dang (*) trong dinh nghia 1.15: kiuz + kouz + ksuz = 0000, véi ki € F2 = {0, 1}.
Ta c¢6 hé phuong trinh : Oki + Okz + Oks =0

1k + Ok2 + 1ks =0

1k: + 1k + Oks =0

Oki + 1ko + 1ks =0

Néu hé chi c6 nghiém ki = ka2 = ks = 0 thi theo dinh nghia 1.15, hé vector U 1a doc 1ap tuyén tinh.
Nhung cé thé théy hé trén c6 nghiém k1 = ko = ks =1, tic la tdn tai it nhat mot ki = 0 dé déng
thire (*) trong dinh nghia 1.15 xay ra, nén hé vector U 1a phy thudc tuyén tinh.

Céach khac dé xét su doc lap tuyén tinh ctia hé vector U la: C6 thé théy réng u3z = Uz + Uz, tirc 1a
trong U c6 mdt vector biéu dién qua cac vector con lai, vay hé U 1a phu thudc tuyén tinh.

D@ thiy rang hai vector bat ky ctia U déu doc lap tuyén tinh.
Néu thém vao hé U bit ky vector nao khac 0000 thi hé méi ciing phu thudc tuyén tinh.

Chu ¥ rang moi hé c6 chtra vector khong (xau toan ky hiéu ‘0°) thi ludn phu thudc tuyén tinh.
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1.2.6. Cac khai niém vé xac suét

Gidi tich t6 hop

Dudéi day 1a mot s6 khai niém thuong dung khi tinh céac xac sut, tinh s luong cac mau, tinh $6
cac tur ma...

Chinh hop: chinh hop chap k ctia n phan tir 1 mot mau ¢ thir tw gdm K phan tir 1y tir n phan tu.
S cac chinh hop chap k ciia n phan tir: A(n, k) = n. (n-1).(n-2). ... .(n-k+1)

Chinh hop Idp: chinh hop 13p chap k ctia n phan tir 1 mot mau co thir ty, ¢ lap lai gdm K phan tir
lay ra tir n phan tir

S cac chinh hop lp chap k cia n phan tar: A(n, k)= n

Hodn vi: Mbi cach xap xép khac nhau ciia n phan tir goi 1a 1 hoan vi ctia n phan tir

S6 cac hoan vi ctia n phan ti: Ph=n!

T6 hop: t6 hop chap k ctia n phan tir 1a mot mau khong c6 thi tuw gdm K phén tir 1ay tir n phan tir.

n.(n-1).(n-2).....(n-k +1)
k!

S céc t6 hop chap k cia n phan ti: C(n, k) =

Phép thir va sw kién
Phép thu: mat thi nghiém, thyc hién mdt hodc mot nhom diéu kién nao do

Sir kién: phép thir co thé c6 mot hodc nhiéu két qua, mdi két qua 13 1 sy kién (so cap) lién két véi
phép thu d6. Tap Q céc su kién so cép tmg véi mot phép thir goi 1a khong gian mau cac su kién.

Su kién tat yéu: 1a sy kién chac chan xay ra khi thyc hién phép thir, thuong duge ky hiéu 1a Q.
Si kién bat kha: 1a sy kién khong thé xay ra khi thyc hién phép thir, thuong dugc ky hiéu 1a &.
Su kién ngcfu nhién: 1a sy kién c6 thé xay ra, hodc khong thé xdy ra khi thyc hién phép thr.

Hop (hay téng) cia hai sit kién A va B: 1a su kién dugc coi 1a xay ra khi it nhat 1 trong 2 su kién
A hodc B xay ra, ky hi¢u 1a A U B hoac A + B.
Giao (hay tich) ciia hai sw kién A va B: 1a su kién coi 13 xay ra khi it nhit 1 trong 2 su kién A
hodc B xdy ra, ky hi¢u 1a A m B hodc A.B.
Hai su kién A, B goi la hai sy kién xung khdc: néu chung khong thé cung xay ra khi thuc hi¢n
phép thtr.
Hai sw kién A, B goi la hai su kién doi ldp: néu chung 1 xung khéc, va hop cua chung 1a su kién
tat yéu. (tic 1a néu x4y ra sy kién nay thi khong xday ra su kién kia, va nguoc lai)
Hai su kién A, B goi la hai si kién déc ldp: néu su xuat hién (hay khong xuét hién) cua su kién
nay khong lién quan dén sy xuat hién cia sy kién kia. (tirc 1a sy xuat hién cua hai sy kié¢n la doc
1ap v61 nhau)
Pinh nghia xéc suit biang hé tién dé Kolmogorov

Gia su ta c6 mat tap Q cac su kién so cfip ung voi mot phép thir nao d6, mdt o-dai sb cac
su kién F cua cac tap con cua Q, va mot ham P anh xa mdi thanh vién cua F toi mot gia tri 1a so
thuc. Céc thanh vién cua F, nghia 1a cac tap con A < Q, cling duoc goi la cac “su kién”.
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Dinh nghia 1.16

Xdc sudt P ciia su kién A nao do, ky hiéu P(A), thoa man cac tién dé sau (goi la hé tién de
Kolmogorov):

(1)0<PA) <1, VA eF
(2) P(Q) =1
(3) Néu cdc su kién Ai (i = 1, 2, ...n) la xung khdc tirng doi thi

P(UA) =3 P(A)

= Boba(Q,F,P)goilakhong gian xac suét
Pinh Iy cong xac suat
= Néu A, B la céc su kién xung khic thi:
P(A U B) =P(A) + P(B)
= Néu A, B la céc su kién bat ky:
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)
» Néu A, B la cac su kién doc lap:
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A).P(B)
= Néu A, B 14 hai sy kién ddi lap:
P(A) =1 - P(B), va
P(B) =1-P(A)
Xac sudt ¢6 diéu kién va dinh Iy nhan xéc suat
»  Xdc sudt khéng diéu kién: Xac sut xay ra sy kién A cua riéng né, khong phu thudc vao

bat ky su kién khac goi 1a xéc sut khong diéu kién cua su kién A, hay don gian la xac sut
cua su kién A, ki hiéu 1a P(A).

»  Xdc suat co diéu kién: xac suat nay dugc ky hi¢u la P(A | B), va goi la “xac suat cta sy
kién A néu sy kién B da xay ra”.

o Néu A va B la cac sy kién doc 1ap thi :
P(A | B)=P(A) vaP(B | A) = P(B)
o Néu A va B khong doc lap thi:

P(ANB)

: P(B|A): P(ANB)
P(B)

P(A|B)= oA

Poi khi co thé viét ngan gon P(An B) = P(AB), khi d6 xac suat ciia giao cac sy kién con goi la
xac suat tich cac sy kién, dugc xac dinh boi cac quy tac nhan xac suat sau day:

= Quy tdc nhén xdc sudt:
o Néu A va B la cac sy kién doc 1ap thi : P(AB) = P(A). P(B),
Nguoc lai néu c6 P(AB) = P(A). P(B) thi A va B 1a cac su kién doc 1ap.

Bai giang “Co so mad hoa thong tin” | nvdinh@vnua.edu.vn 25



o Néu A va B khong doc 14p thi: P(AB) = P(A).P(B|A)
P(AB) = P(A | B). P(B)
Thi du 1.22 C06 bao nhiéu xau bit nhi phan c6 do dai 8.
Giai :
Xét tap hop A = {0, 1}. Mdi x4u bit d6 dai 8 1a mot chinh hop 1ip chap 8 tir 2 phan tur
ciia A. Vay s6 xau bit khac nhau c6 d6 dai 8 1a :
A(2,8)=2%=256 2 |
Thi du 1.24. Gia sir c6 mot xau bit do dai 6 duoc giri di, x4c sudt dé 1 bit bi nhén sai 1a p = 0.01.
(tte 1a xac suat dé guri di ‘0’ lai nhan duoc ‘17, va nguoc lai). Tinh xac suat dé nhan duoc xau bit
y = 011000 khi xau bit x = 000000 duogc gui di 1a bao nhiéu?
Giai :

Do xé4c suit nhan sai la p = 0.01 nén xac suét nhan dang 1a 1-0.01 = 0.99. Ddi v6i xau bit
101000 nhan duoc khi xau bit 000000 gui di thi bit thir 2 va th 3 nhan duogc sai, cac bit con lai
nhan dugc ding. Do céc su kién dé xac suét cac bit trong xau nhan ding va nhan sai 1a doc lap
nhau, do d6 theo quy tac nhan x4c suét, ta co xac suat nhan duoc xau bit y bang tich cic xéac suat
dé nhan dugc tung bit, trong d6 c6 4 bit nhan dung (xac sut la 0.99) va 2 bit nhan sai (xac suit
13 0.01). Vay x4c suat can tim 1a:

(0.99)%(0.01)2 = 0.000096059601 ~ 96.10 <
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BAIl TAP CHUONG 1
1. Tim cac OR bit, AND bit va XOR bit cua cac cap xau bit sau:

a. 0111101; 0011011
b. 00001110; 01110001
c. 101001101; 010110110

2. Tim cac +.bit va x.bit cia cac cap xau bit ¢ bai tap trén.
3. Tinh cac biéu thuc sau:
a. (10100101 OR 01011010) AND 00100110
b. (10100101 XOR 01011010) XOR 00100110
c. (10100101 XOR 01011010) AND 00100110
4. Cho hai tap hop A ={0,1}, B={0, 1, 2} va C = {x,y, z}.
a. TinhAxC
b. TinhB x C
c. Tinh A%; A%; {0, 1, 2}?
5. Thuce hién cac phép toan ma tran trén truong Fo:

a. Tinh A @ B (theo modulo 2) b. Tinh A ® B (theo modulo 2)

1 1
1 0 1
vaB=|1 1 0
1 1 1

6. Cac phép tinh @ modulo 3 (dé don gian, ky hiéu ‘+*) va ® modulo 3 (ky hiéu <) duogc dinh
nghia bai bang sau:

0

0
1
1 va B=
1

O U W —
- O = 0
a4 o 0O 0

1
1 1 1
A=1p A=|0 1
; 1 1

= a 0O

+ /] 1 2 [/ 1 2
[ 0 1 2 f 0 0 0
1 1 2 0 1 0 1 2
2 2 0 1 2 0 2 2

a. Tinh A @ B (theo modulo 3)

1 0 2 1 00
1 1 2 1 0 2
A=|2 0 1|vaB=|2 1 0
o 11 2 11

b. Tinh A ® B (theo modulo 3)
1 02

112 1 00
A=10 1 2|vaB=|(1 0 2
1 21 2 11

c. Fap F= {0, 1, 2} v&i phép cong mod 3 va nhan mod 3 nhu trén c6 phai 1a mét truong khong,
tai sao?
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7. Xay dung bang cong va nhan modulo 5 twong tu bang trong bai tap 6. Tap F = {0, 1, 2, 3, 4}
v6i cac phép cong va nhan modulo 5 c6 phai [a mot truong khong? Tai sao?

8. Xay dung bang cong va nhan modulo 6 nhu trong bai tap 6. Tap F = {0, 1, 2, 3,4, 5} védi cac
phép cong va nhan modulo 6 c¢6 phai 1a mot truong khong? Tai sao?

9. Trong khdng gian vector F2* , xét su phu thudc tuyén tinh cta cac hé vector:
a/. {000, 001, 100, 101 }

b/. {001, 100, 101}

c/. {001, 100}

d./ {101, 010, 111}

10. Trong khdng gian vector F2* , xét sy phu thudc tuyén tinh cia cac hé vector:
a/. {0000, 0011, 1100, 1111}

b/. {0011, 0101, 0110}

c/. {0011, 1111}

d/. {1100, 0011}

11. Trong khong gian vector Fs* , xét sy phu thudc tuyén tinh cta cac hé vector:
a/. {0000, 1011, 0112, 2022, 0221, 1120, 2210, 1202, 2101}.

b/. {1011, 0112, 2022}.

c/. {2022, 0221, 1120}.

d/. {0112, 0221}

e/. {1011, 0112}

12. Mot ban tin ¢6 5 ky hiéu dugc truyén di. Xac suat dé mdi ky hiéu dugc nhan ding déu bang
nhau p = 0.9 (do kénh truyén c6 nhiéu)

a/. Néu goi A 1a sy kién ki hi¢u thur I dugc nhan dung (i =1, 2, 3, 4, 5), cac su kién Al la cac su
kién gi: cac sy kién xung khac tirng doi; cac su kién doc lap ?

b/. Goi A 1a sy kién c6 dung hai ky hiéu nhan ding. Tinh xéc suét cua sy kién A.

c/. Goi B 1a sy kién c6 ding 2 ky hi€u nhan sai, tinh xé4c suét cua su kién B.

d/. M6 ta cac su kién A U B vd A n B. Tinh céc xac suat P(A U B) va P(A N B).

e/. Goi C 1a sy kién c6 it nhat 3 ky hiéu nhan dang, sy kién ddi 1ap vé6i su kién C 1a su kién gi?
Tinh xéc sudt P(C) va P(C).

g/. Khi gui di mdt xau x = 00000, c¢6 bao nhiéu xau nhi phan d¢ dai 5 co thé nhan dugc?

h/. Khi gui di xau x = OOQOO, tinh xé4c suat dé nhan duoc chinh xau x, xac suit dé nhan dugc xau
y = 00100, va xac suat dé nhan dugc xau z=00111. Khi gtri di xau x = 00000 thi xau nao co
nhi¢u kha nang nhan duoc nhat, tai sao.

13. Tim céc cdp vector truc giao trong cac khong gian sau:

a/. Trong khong gian |:26 , chox=100101;y=110011vaz=111111, tim cac cap vector truc giao.

b/. Trong khong gian |:35 , cho u =12020 ;v =21211 vaw = 12101, tim céc cap vector tryc giao.
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