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Chương 2 

CÁC MÃ TUYẾN TÍNH 

 

2.1  CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

2.1.1. Các kỹ thuật mã hóa  

Mã hóa thông tin nhằm giải quyết tình trạng lỗi trong quá trình lưu trữ, truyền tải thông tin trong 

môi trường truyền tin. Có thể phân biệt hai kỹ thuật mã hóa chủ yếu: 

 Mã hóa dùng nguồn 

Ý tưởng chính của phương pháp này là nén dữ liệu từ chính nguồn của nó trước khi 

truyền đi, giúp cho việc truyền tin có hiệu quả hơn.  

Chẳng hạn, ta thường dùng công cụ “zip” nén dữ liệu để giảm dung lượng dữ liệu phải 

truyền trên internet, hoặc khi sao chép. 

 Mã hóa kênh truyền 

Kỹ thuật này giúp cho việc truyền thông tin chính xác hơn trong môi trường nhiễu loạn 

của kênh truyền thông. Trong chuyên đề này, chúng ta chủ yếu nghiên cứu các vấn đề 

liên quan đến kỹ thuật mã hóa kênh truyền. 

Vấn đề mã hóa trên kênh truyền dựa trên ý tưởng thêm các ký hiệu mới (thường là các bit với mã 

nhị phân) vào trong dữ liệu được truyền, để có thể xây dựng các loại mã nhằm mục đích có thể 

phát hiện lỗi và sửa sai các lỗi. Đó là nội dung chủ yếu của lý thuyết mã hóa. 

Có 2 vấn đề chính đặt ra với lý thuyết mã hóa thông tin: 

1. Xây dựng các mã sao cho có thể khắc phục tối đa các lỗi, trong khi chỉ sử dụng tối thiểu các 

ký hiệu bổ xung. 

2. Xây dựng các mã với thủ tục mã hóa và giải mã hiệu quả. 

Trong chương này, chúng ta sử dụng các khái niệm và kết quả của Toán học đã trình bày ở 

chương trước để xây dựng và nghiên cứu các mã thông dụng dùng để phát hiện sai và các mã sửa 

sai cùng ứng dụng của chúng. Trong khi trình bày, một số khái niệm toán học phức tạp có thể 

được đơn giản hóa cho dễ hiểu. 

2.1.2. Các đặc trưng của mã 

Như ta đa ̃biết, các thông điêp̣ có thể đươc̣ ma ̃hóa thành các xâu ký tư ̣trên bảng ký hiệu 

mã, goị là các từ ma.̃ Môṭ tâp̣ hơp̣ các từ ma ̃đươc̣ goị là môṭ ma.̃ Một số đặc trưng của mã được 

định nghĩa như sau: 

Định nghĩa 2.1. 

Cho bảng ký hiệu mã A = {a1, a2, ..., aq}.  

 Một mã C với độ dài n trên A là một tập con của An, tức là tập các vector trong An.  
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 Một phần tử  w C gọi là một từ mã, có dạng w = x1x2.... xn , trong đó xi  A,  

 Số phần tử của C, ký hiệu | C |, gọi là kích thước của mã.   

 Nếu bảng ký hiệu mã A gồm q ký hiệu, các mã trên A gọi là mã q-phân (q-ary 

codes), đặc biệt với q = 2, ta có các mã nhị phân (binary codes). 

Như vậy, một mã C với độ dài n là tập các từ mã, là các xâu gồm n ký hiệu trong A. Số từ mã 

trong mã C gọi là kich thước của mã (side of code). Một mã với độ dài n và kích thước M có thể 

được ký hiệu là một (n, M)-code, hay C(n, M) 

Thí dụ 2.1 

Với A = {0, 1}, một mã có độ dài n = 4 là một tập con của A4 = {0, 1}4 = {0000, 0001, 0010, 

0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111}. 

Chẳng hạn, C = {0001, 1000, 0110} là một mã nhị phân (4, 3)-code, rõ ràng C  A4 ={0 , 1}4 

Các khái niệm về trọng số và khoảng cách liên quan đến mã C được đưa ra như sau: 

Định nghĩa 2.2. 

1.Cho các từ mã trong C: x = x1 x2.... xn và y = y1 y2.... yn  trên bảng ký hiệu mã A, ta ký 

hiệu 
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2. Trọng số Hamming (weight) của từ mã x là số ký hiệu khác không trong x, ký hiệu là 

w(x). 

Như vậy khoảng cách Hamming giữa hai từ ma ̃x = x1 x2.... xn và    y = y1 y2.... yn  là tổng số các 

vi ̣ tri ́tương ứng mà chúng khác nhau, tức là số các i (i =1,2,...,n) sao cho xi     yi. 

Thí dụ 2.2 

1. d(10100, 10001) = 2 ; d(011010,101101) = 5 ; d(01201, 21011) = 3 

2. w(10101) = 3 ; w(01020) = 2. 

Khoảng cách Hamming thỏa mãn tất cả các tính chất của hàm khoảng cách (metric), như 

được chứng tỏ trong định lý sau: 

Định lý 2.1   

Với mọi từ mã x, y, z có độ dài n trên bảng ký hiệu mã A, khoảng cách Hamming có các 

tính chất sau:  

1.  0 < d(x,y) < n ,  x,y. 

2.  d(x,y)  = 0 khi và chỉ khi x = y. 

3.  d(x,y) = d(y,x)  với  x,y. 

4.  d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y)  với  x,y,z. (bất đẳng thức tam giác) 

Chứng minh: 
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- Các tính chất  1,2,3  được suy ra ngay lập tức từ định nghĩa của khoảng cách Hamming.  

- Để chứng minh tính chất  4 ta sử dụng nhận xét: d(x,y) là số các thay đổi của các ký tư ̣

trong xâu x cần thiết để biến đổi  xâu x thành xâu y. Nhận thấy rằng, đối với xâu z có độ dài n, số 

các thay đổi các ký tư ̣cần thiết để biến đổi xâu x thành xâu y không vượt quá số các thay đổi các 

ký tư ̣để biến đổi xâu x thành xâu z và sau đó biến đổi z thành y. 

Bổ đề 2.1 

Nếu x và y là các xâu nhị phân cùng độ dài, thì d(x, y) = w(x + y). 

Sinh viên tư chứng minh bổ đề này xem như bài tập. 

Định nghĩa 2.3 

Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã C là khoảng cách Hamming nhỏ nhất giữa hai 

từ mã khác nhau bất kỳ trong C, được ký hiệu và xác định như sau: 

d(C) = min{d(x,y)| x, y  C, x ≠ y}     (2.2) 

Như vậy, mỗi mã C có ba đặc tính chủ yếu là: 

  1. Chiều dài của các từ mã trong C 

  2. Tổng số các từ mã trong C. 

  3. Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã C 

Ta ký hiêụ (n, M, d)-code  là ma ̃có đô ̣dài n, chứa M từ ma ̃và có khoảng cách cực tiểu d = d(C)  

Chú ý 2.1:  Mã khối là một tập hợp bao gồm nhiều từ mã để mã hóa dữ liệu theo từng khối. 

Khi cần truyền nhiều dữ liệu bằng mã khối, người gửi chia dữ liệu thành nhiều phần nhỏ. 

Mỗi phần nhỏ được gọi là một thông điệp và mã hóa mỗi thông điệp thành một mã tự, còn được 

gọi là một khối trong mã hóa khối. Người gửi se ̃gửi tất cả các khối cho người nhận, sau đó 

người nhận sử dụng phục hồi lại thông điệp ban đầu từ các khối nhận dược có thể có lỗi. Bằng 

việc đồng nhất mỗi từ mã với 1 khối  trong mã khối, ta có thể không cần phân biệt mã hay mã 

khối. 

 

2.2  CÁC MÃ TUYẾN TÍNH 

Chú ý mở đầu:  

Các mã tuyến tính được xây dựng dựa trên các kết quả của Đại số tuyến tính. Sinh viên cần 

nắm vững các khái niệm về không gian vector, không gian con, sự độc lập tuyến tính, các vector 

trực giao, các cấu trúc đại số, đặc biệt là cấu trúc trường…đã được giới thiệu ở hầu hết các giáo 

trình Toán cao cấp (Giải tích và Đại số tuyến tính). 

Các khái niệm về mã tuyến tính được trình bày trên trường Galois, là một trường  F có số 

phần tử hữu haṇ. Ta ký hiêụ trường này là Fq (hay GF(q)) nếu | F | = q.  

Để tiện theo dõi bài giảng, ta nhắc lại một số khái niệm về trường Galois  :  

 Với q là số nguyên tố, trường Galois GF(q) là tập ký hiệu  F = {0, 1, 2, ..., q – 1}, trên đó 

có hai phép toán cộng  và nhân  modulo q. 
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 Đặc biệt khi F là bảng mã nhị phân {0 , 1} với phép toán cộng bit và nhân bit (theo 

modulo 2) đã biết thì trường Galois GF(2), thường ký hiệu ngắn gọn là F2 :  

Trường F2 là tập F = {0, 1}, trên đó có hai phép toán ‘cộng bit’ và ‘nhân bit’  . 

Để cho thuận tiện, nếu không gây nhầm  lẫn, trong các phần sau có thể sử dụng ký hiệu ‘+’ 

và ‘.’ thông thường thay cho các ký hiệu  bit và  bit,  và được hiểu tùy theo ngữ cảnh. Trong 

giáo trình này, ta chỉ xét các mã nhị phân, vì vậy hầu hết các khái niệm và kết quả chỉ trình bày 

cho các mã nhị phân trên trường F2. Các khái niệm và kết quả cho các trường GF(q) được mở 

rộng một cách tương tự.  

2.2.1  Mã tuyến tính 

Mã tuyến tính  là một lớp mã được dùng rất phổ biến trong việc chống nhiễu (phát hiện 

sai và sửa sai). Mã tuyến tính C có mục đích mã hóa các khối tin k bit thành các từ mã n bit trước 

khi truyền đi, nói cách khác, trong n bit của từ mã truyền đi có k bit chứa thông tin, còn n – k bit 

là thêm vào (mã hóa) đề chống nhiễu.  

Ta nhắc lại vài khái niệm liên quan đến mã tuyến tính:  

Tập tất cả các từ mã độ dài n trên trường GF(q) làm thành một không gian vector n chiều, ký 

hiệu là n

qF  , khi đó mỗi vector của không gian này là một từ mã q- phân độ dài n. 

Định nghĩa 2.5  

Cho C là một tập con cuả không gian các từ mã độ dài n trên trường n

qF , C là một mã 

tuyến tính nếu và chỉ nếu các từ mã của C làm thành một không gian con k chiều của 

không gian n chiều n

qF , tức là dim(C) = k, với k < n.  

Hai tham số quan trọng nhất của một mã tuyến tính q-phân là độ dài từ mã n và số chiều của mã. 

 Mã tuyến tính C với độ dài từ mã n và dim(C) = k ký hiệu là C[n, k]-code (hay C[n, k]) 

 Nếu dim(C) = k thì các từ mã trong C có k bit chứa thông tin và n – k bit thêm vào để 

chống nhiễu. 

 Do n

qF luôn là không gian con của chính nó, do đó tập mã C =  n

qF  gồm pn từ mã độ dài n 

cũng là một mã tuyến tính. 

Áp dụng kết quả về không gian con của đại số tuyến tính, ta có thể xác định mã một mã 

tuyến tính nhờ bổ đề sau: 

Bổ đề 2.2   

Mã C đươc̣ goị là mã tuyến tính trên trường GF(q) nếu nó thỏa mãn 2 điều kiêṇ sau: 

(1) x + y  C,  x, y  C 

(2) a . x C,  x C,  a  GF(q) . 

Chú ý rằng, trên trường GF(2) = {0, 1}, từ điều kiện (2) trong định nghĩa 2.5 ta thấy : Do mọi bit 

trong mã nhị phân nhân với 0 đều bằng 0, nhân với 1 đều cho chính bit đó,  như vậy điều kiện (2) 

trong định nghĩa 2.5 luôn thỏa mãn, và ta chỉ cần kiểm tra điều kiện (1).  
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Vậy mã nhi ̣phân C là mã tuyến tính khi và chỉ khi tổng của 2 từ mã bất kỳ trong C cũng là môṭ 

từ mã thuôc̣ C.  

Thí dụ 2.3.   

1. Xét ma ̃nhi ̣ phân C = {000, 001, 100, 101}.  

Khi đó, thưc̣ hiêṇ các phép tính + .bit đối với căp̣ từ ma ̃000 và 001, ta có: 000 + 001 = 001  C. 

Bằng cách tương tư,̣ thưc̣ hiêṇ các phép tính + .bit đối với từng căp̣ các từ ma ̃khác của C, ta dê ̃

dàng suy ra tổng các căp̣ từ ma ̃(thuôc̣ C) se ̃thuôc̣ C. Vâỵ C là môṭ ma ̃tuyến tính.   

2. Xét ma ̃B = {000, 100, 001, 111}. Ma ̃này không phải là ma ̃tuyến tính vì khi thưc̣ hiêṇ 

các phép tính +.bit đối với căp̣ từ ma ̃100 và 001, ta có: 100 + 001 = 101  B. 

Với các mã q-ary codes, q  2 (không phải mã nhi ̣phân), thì C là mã tuyến tính khi và chỉ khi 

mỗi từ mã của C là tổ hợp tuyến tính của các từ mã còn lại trong C. 

Thí dụ 2.4. Trên trường F3, cho mã C = {0000, 1011, 0112, 2022, 0221, 1120, 2210, 1202, 2101}. 

Chứng tỏ rằng C là một mã tuyến tính.  

Chứng minh: Ta cần chỉ ra rằng mỗi từ mã trong C là tổ hợp tuyến tính của 2 từ mã nào đó trong 

C, hay cũng vậy tổ hợp tuyến tính bất kỳ 2 từ mã cũng là một từ mã thuộc C (chú ý ràng tổ hợp 

tuyến tinh chỉ với các hệ số 0, 1, 2  F3). Chẳng hạn: 1011 + 0112  = 1120  C, 1011 + 2*0112 

= 1202  C, 2*1011 + 0112 = 2101  C, …etc.        

Khái niệm về mã đối ngẫu:  

Vì mỗi bộ mã tuyến tính C là một không gian con trong An, nên theo lý thuyết về không gian 

vector, sẽ tồn tại không gian con trực giao của không gian con C, đó là tập vector gồm mọi 

vector trong An mà trực giao với mọi vector của C. Không gian con trực giao của C gọi là mã đối 

ngẫu của C. Để cho đơn giản. trong giáo trình này chúng ta chỉ xét các mã đối ngẫu của các mã 

tuyến tính nhị phân, trên trường F2. 

Điṇh nghiã 2.6.   

Cho C là một mã tuyến độ dài n tính trên trường F2 , mã đối ngẫu của C, ký hiệu C , là 

không gian con trực giao của C trong  không gian n chiều  F2
n. 

Nói cách khác, mã đối ngẫu C  gồm  các từ mã n bit  trực giao với các từ mã của C.  

C = { v {0, 1}n | v.w = 0,  w  C }, 

Trong đó v = (v1 v2 … vn ); w = (x1 x2 … xn ), các xi, vi  {0, 1}, ký hiệu v.w là tích vô hướng xác 

định bởi: 





n

i

iivxwv
1

. , tổng này thực hiện với các phép +.bit và x.bit. 

Thí dụ 2.5 

1. Trên trường F2, ta có tích vô hướng của các từ mã: (1001).(1101) = 1.1+0.1+0.0+1.1 = 

1+0+0+1 = 0. Vậy các từ mã 1001 và 1101 là trực giao nhau. 

- Tương tự: ta có (1111).(1110) = 1. Vậy các từ mã 1111 và 1110 là không trực giao. 

2 Trên trường F3, chứng minh rằng: 

a/. Các từ mã 12101 và 21010 là không trực giao (gợi ý: tính tích vô hướng của 2 từ mã) 
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b/. Các từ mã 12101 và 21111 là trực giao. (gợi ý: tính tích vô hướng của 2 từ mã). 

Từ các kết quả của đại số tuyến tính, có thể chứng minh định lý sau: 

Định lý 2.2 

 1. Nếu C là một mã tuyến tính trên trường GF(q) thì | C | = qdim(C). 

 2. Nếu C là một mã tuyến tính độ dài n trên trường GF(q) thì C cũng là một mã tuyến 

tính trên trường  này và ta có:   

dim(C) + dim (C) = n. 

3. (C) = C. 

4. Mọi mã tuyến tính  C đều chứa từ mã  00 ... 0. 

Mã tuyến tính C độ dài n, có dim(C) = k được ký hiệu là [n , k]-code, hoặc C[n , k]. Để chỉ rõ 

mã có khoảng  cách Hamming cực tiểu là d, có thể dùng ký hiệu [n , k , d]-code, hoặc C[n , k , d] 

Thí dụ 2.6.  Cho mã nhị phân C = {000, 001, 100, 101}, trong thí dụ 2.3 đã được chứng minh 

đây là mã tuyến tính . Khi đó ta có: 

1. Từ C ta thấy chỉ có tối đa 2 vector mã độc lập tuyến tính, vậy dim (C) = 2.  

Hoặc có thể tính dim(C) từ công thức | C | = 2 dim(C) , ta có | C | = 4, nên 2 dim(C) = 4.  

      Vậy dim(C) = 2.   

2. Do độ dài từ mã n = 3, số chiều dim(C) = 2, vậy C là một [3 , 2]-code, hoặc một [3 , 2 , 1]-

code, nếu chú ý đến khoảng cách  Hamming cực tiểu d = 1 của mã C. 

3. Tìm mã đối ngẫu của C.  

Giải: Trong không gian vector  3 chiều  V = {0 , 1}3 = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}, 

tìm tập các vector trực giao với mọi vector của C, đó là mã đối ngẫu của C. Ta được: C = {000, 

010}, chỉ có 1 vector độc lập tuyến  tính, vậy dim(C) = 1. 

Nhận xét:  Từ các kết quả của đại số tuyến tính, ta có kết quả sau: 

1. Tập các vector mã nhị phân cùng độ dài là độc lập tuyến tính khi và chỉ khi tổng của 

chúng là một vector mã khác không (có chứa ít nhất một bit ‘1’) 

2. Tập các vector mã nhị phân cùng độ dài là phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi tổng của 

chúng là một vector mã bằng không (chứa toàn bit ‘0’) 

3. Mọi tập vector mã có chứa vector không đều phụ thuộc tuyến tính 

4. Hệ gồm chỉ một vector mã khác không là một hệ độc lập tuyến tính.  

Sinh viên tự chứng minh các kết quả trên xem như bài tập. 

2.2.2  Ma trận sinh của mã tuyến tính 

Mã tuyến tính C[n , k] là một không gian con k chiều của không gian n chiều các từ mã n thành 

phần trên trường F2 , do đó tồn tại k từ mã độc lập tuyến tính, chẳng hạn {g0, g1,…, gk-1} làm 

thành một cơ sở của C,  sao cho mỗi từ mã trong C là tổ hợp tuyến tính của k từ mã này,.  Tức là:  

    w  C,  w = a0g0 + a1g1 + … + ak-1gk-1 ,  với các hệ số ai thuộc {0, 1}               (2.3) 

Xếp k từ mã này thành  k hàng,  tạo nên  một ma trận cấp k x n, gọi là ma trận sinh của mã C. 
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Điṇh nghiã 2.8.   

Cho C là một mã tuyến tính [n , k]-code trên trường F2,  

1. Ma trâṇ G = [gij]  cấp k x n mà các hàng của nó hình thành môṭ cơ sở của mã tuyến 

tính C, thì G đươc̣ goị là ma trâṇ sinh của mã C. 

2. Ma trận sinh H cấp (n-k) n  của mã đối ngẫu C gọi là ma trận kiểm tra của mã C 

Chú ý: 

1. Nếu C là một mã tuyến tính [n , k]-code thì có thể có nhiều ma trận sinh khác nhau,  mọi ma 

trận sinh đều có cấp k  n. 

2. Bất kỳ k từ mã độc lập tuyến tính nào cũng có thể dùng làm ma trận sinh cho mã C[n , k]. 

3. Nếu ma trận  G cấp k  n là  một ma trận sinh của mã tuyến tính C[n , k]  thì các hàng của G  

là các mã độc lập tuyến tính trong C.  

4. Nếu H là ma trận kiểm tra của mã C[n , k] có ma trận sinh là G, thì G là ma trận kiểm tra của 

mã đối ngẫu C, và ngược lại. 

Thí dụ 2.7  Cho mã tuyến tính  C = {000,001,100,101} trong thí dụ 2.5 .  

1/. Tìm ma trận sinh của mã C. 

2/. Tìm ma trận kiểm tra của mã C 

Giải: 

1/. Ta có dim(C) = 2, vậy đây là một mã tuyến tính C[3 , 2], n = 3; k = 2. Ma trận sinh G 

có cấp k  n.  Vậy ma trận sinh của mã C là một ma trận cấp 2 x 3. Trong C có hai vector 

mã độc lập tuyến tính là 001 và 100,  ma trận sinh G tạo bởi hai từ mã này: 

G =  








001

100
 

Các tin nguồn gồm 2 bit sẽ được mã hóa thành các từ mã 3 bit trong C theo ma trận sinh G. 

2/. Ma trận kiểm tra H là ma trận sinh của mã đối ngẫu C.  

Ta tìm được mã đối ngẫu (xem thí dụ 2.6): C = {000, 010}, chỉ có 1 vector độc lập tuyến  tính 

là 010, vậy ma trận sinh của mã C là: 

H = ( 010 ) 

 Ma trận H chính là ma trận kiểm tra của mã C.  

Chú ý rằng nếu ma trận sinh G có cấp k  n, thì ma trận kiểm tra H sẽ có cấp (n-k)  n, tức là cấp 

1  3 trong thí dụ trên. 

2.2.3 Mã hóa dùng ma trận sinh 

Nếu u = (a0, a1,…, ak-1) là một tin cần được  mã hóa, thì từ mã w tương ứng với u nhận được 

bằng cách nhân vector  hàng  u  (cấp 1 k) với ma trận sinh G k  n. Tức là u được mã hóa bởi: 

w = u.G       

Vì mọi từ mã tương ứng vói các tin được sinh ra bởi ma trận G, nên G được gọi là ma trận sinh 

của bộ mã. 
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Thí dụ 2.8 

Cho ma trận sinh G của một mã tuyến tính C[ 7, 4 ] như sau: 

 

theo công thức (2.3), w = u.G = a0g0 + a1g1 + … + ak-1gk-1 = 1.g0 + 1.g1 + 0.g2 + 1.g3 

w  = (1 1 0 1) . 





















1000101

1100010

0011101

0001011

 = (1100 1 0 1) 

Như vậy, một tin nguồn gồm 4 bit đã được mã hóa thành một mã gồm 7 bit, 4 bit chứa thông tin 

3  bit thêm vào là để chống nhiễu. 

2.2.4  Giải mã nhờ ma trận sinh 

Giả sử u = (a0, a1,…, ak-1) là một tin đã được mã hóa thành từ mã w = (b0, b1,…, bn-1) thuộc mã 

tuyến tính C[n , k], nhờ ma trận sinh G.  

Vấn đề dặt ra là khi nhận được từ mã w (giả thiết là không có nhiễu), ta cần giải mã đề tìm tin 

nguồn u, nói cách khác ta cần xác định các a0, a1,…, ak-1 từ các giá trị b0, b1,…, bn-1. 

Giả sử có ma trận sinh G = 

















































 1,11,10,1

1,11110

1,00100

1

1

0
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n

n
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g

 

Từ công thức mã hóa u.G = w, ta có: 

(a0, a1,…, ak-1) .



























1,11,10,1

1,11110

1,00100

...

......

...

...

nkkk

n

n

ggg

ggg

ggg

 = (b0, b1,…, bn-1) 

ta có hệ n phương trình để xác định k ẩn a0, a1,…, ak-1 ,  (k < n): 







1

0

, )1...,,1,0(,
k

i

jiji njbag      (2.4) 

Do hạng của ma trận  G bằng k,  hệ luôn có nghiệm, chỉ cần chọn k phương trình đơn giản nhất 

để xác định k ẩn số ai.  
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Thí dụ 2.9.  Giả sử  mã tuyến tính C[7 , 4] có ma trận sinh G: 

G = 





















1000101

1100010

0011101

0001011

                    (2.5) 

Giả sử từ mã nhận được là w =  (b0, b1, b2, b3, b4, b5). Hãy xác định tin nguồn u1? 

Giải: Lập hệ phương trình (2.2) với ma trận G và w trên , ta có hệ:  

1a0 +  1a1 + 0a2 + 1a3  =  b0 

1a0 +  0a1 + 1a2 + 0a3  =  b1 

0a0 +  1a1 + 0a2 + 1a3  = b2 

1a0 +  1a1 + 0a2 + 0a3  =  b3 

0a0 +  1a1 + 0a2 + 0a3  =  b4 

0a0 +  0a1 + 1a2 + 0a3  =  b5 

0a0 +  0a1 + 1a2 + 1a3  =  b6 

 

 

Chọn 4 phương trình đơn giản nhất  

(chứa nhiều hệ số 0). Giải ra ta có:    

 

a0 = b3 + b4 

a1 = b4                  (2.6) 

a2 = b5 

a3 = b5 + b6 

Ta nhận được công thức giải mã (2.6) cho mã tuyến tính có ma trận sinh  G trong (2.5). Khi đó 

với mỗi từ mã w nhận được, ta sẽ giải mã được tin nguồn u. 

 Giả sử từ mã nhận được là w1 = (1 1 0 0 1 0 1), theo công thức giải  mã (2.6), ta xác định 

được tin nguồn là u1 = (1 1 0 1). 

 Giả sử từ mã nhận được là w2 =  (1 0 0 1 0 1 1), theo công thức giải mã (2.6), ta xác định 

được tin nguồn là u2 = (1 0 1 0).  

Bạn đọc có thể  mã hóa u2 bằng ma trận sinh G, để xem kết quả có trùng với từ mã w2? 

Chú ý: Việc giải mã dùng ma trận sinh như trên chỉ có tính lý thuyết, chỉ được thực hiện khi w là 

một từ mã (không có lỗi). Trong thực tế, các kênh truyền thường có nhiễu, khi gửi đi một từ mã 

w, ta nhận được không phải là w, mà là w’  w, do đó việc giải mã gồm 2 giai đoạn: trước hết, từ 

w’ phải xác định được đúng từ mã w đã gửi đi, giai đoạn 2 là xác định tin u từ w như đã trình bày 

ở trên. Các khái niệm giải mã trong các phần sau được hiểu theo nghĩa xác định chính xác từ mã 

đã gửi đi. 

Sai lầm SV thường mắc phải: khi yêu cầu giải mã một xâu nhận được x, SV thường coi x là một 

từ mã và dùng ma trận sinh để giải mã như trên, điều này sai vì x chưa chắc đã là từ mã. Điều cần 

làm là khi nhận được x phải xác định từ mã nào đã được gửi đi (sẽ học trong các phần sau) 

 

2.3  CÁC MÃ TƯƠNG ĐƯƠNG 

2.3.1 Sự tương đương của các mã  

Chúng ta đã biết rằng, mỗi mã C có ba đặc trưng chủ yếu là: 

  1. Chiều dài của các từ mã trong C: n 

  2. Tổng số các từ mã trong C: M 

  3. Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã C: d = d(C). 
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Ta ký hiêụ (n, M, d)-code  là ma ̃có đô ̣dài n, chứa M từ ma ̃và có khoảng cách cực tiểu d = d(C).  

Các tham số trên có ý nghĩa gì trong lý thuyết mã hóa? 

Chiều dài từ mã n: từ mã càng dài thì việc truyền tin càng kém hiệu quả, tuy nhiên việc mã hóa 

chống nhiễu là việc thêm vào các thông điệp gốc một số bit, cần thêm vào một số bit tối thiểu để 

đạt được mục tiêu chống nhiễu. Nói chung chiều dài từ mã càng ngắn càng tốt. 

Tổng số từ mã M: Mã càng có nhiều từ mã càng tốt, vì nó có thể truyền tải được nhiều thông điệp 

gốc, tức là chứa được nhiều thông tin. 

Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã d: là sự sai khác nhau tối thiểu giữa các từ mã, do đó, 

khoảng cách này càng lớn thì sự khác biệt giữa các từ mã càng lớn, do đó khả năng phát hiện lỗi 

và sửa lỗi càng cao. 

Vì vậy, các tham số trên là các đặc trưng cơ bản của một bộ mã. Ta sẽ còn phân tích chi tiết hơn 

các đặc trưng này trong các phần sau. 

Dựa trên các đặc trưng trên, hai mã tương đương là hai mã có cùng các tham số đặc trưng n, M 

và d. Hai mã tương đương sẽ có hiệu quả truyền tin như nhau, và quan trọng hơn là số các lỗi có 

thể phát hiện và sửa được là như nhau.  Vì vậy thay vì sử dụng một bộ mã C đã cho, ta có thể sử 

dụng một bộ mã tương đương với C có dạng đơn giản nhất để việc tính toán thuận lợi, mà vẫn 

đạt được mọi hiệu quả như bộ mã ban đầu. 

Điṇh nghiã 2.9.   

Hai mã (n , M)-code trên cùng bảng ký hiệu mã, được gọi là tương đương nếu một trong 

hai mã đạt được từ mã còn lại bằng việc hoán vị tọa độ các từ mã, hoặc nhân một tọa độ 

các từ mã với một số khác không. 

Nhận xét: 

Từ định nghĩa trên ta thấy việc hoán vị tọa độ hoặc nhân một tọa độ với 1 số khác không sẽ 

không làm thay đổi các tham số đặc trưng của các mã. Tức là nếu C là một (n, M, d)-code thì C‘ 

cũng là một (n, M, d)-code. Theo ý nghĩa này, các mã được coi là tương đương. 

Chú ý 

1. Từ định nghĩa trên, ta thấy rằng hai mã là tương đương thì trước hết phải phải là các mã cùng 

độ dài và có cùng số từ mã.  

2. Hai mã C và C’ có cùng độ dài và có cùng số từ mã gọi là tương đương nếu chúng có cùng 

khoảng cách Hamming cực tiểu, tức là d(C) = d(C’) 

3. Với mã nhị phân, việc nhân một tọa độ với một số vô hướng khác không trên trường F2 là 

nhân với 1, mã sẽ không đổi. Do đó hai mã nhị phân tương đương là các mã chỉ khác nhau về 

hoán vị tọa độ của các từ mã. 

4. Các mã nhị phân tuyến tính tương đương cũng theo định nghĩa trên, đó là các mã tuyến tính có 

cùng các tham số (n, M, d). 

Thí dụ 2.10  

Cho mã nhị phân tuyến tính C = {000, 101, 010, 111}, mã C’= {000, 011, 100, 111} nhận được 

từ mã C bằng cách đổi chỗ tọa độ thứ nhất với tọa độ thứ hai của các từ mã. Vậy hai mã C và C’ 

là tương đương. 
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2.3.2  Ma trận sinh của các mã tuyến tính tương đương 

Điṇh nghiã 2.10 

Cho C[n, k] và C’[n, k] là hai mã tuyến tính tương đương trên trường GF(q), khi đó: 

1.  Ma trận sinh G  và G’ của 2 mã tương đương là các ma trận sinh tương đương.  

2. Ma trận kiểm tra H  và H’ của 2 mã tương đương là các ma trận tương đương. 

Nếu G và G’ là hai ma trận sinh tương đương ta ký hiệu G ~ G’, tương tự, các ma trận kiểm tra 

tương đương được ký hiệu: H ~ H’. Định lý sau trình bày các phép biến đổi các ma trận sinh để 

được các ma trận sinh tương đương. Các ma trận kiểm tra cũng được biến đổi tương tự để nhận 

được các ma trận kiểm tra tương đương.  

Định lý 2.2 

Cho G và G’ là hai ma trận sinh của hai mã tuyến tính tương đương C[n, k] và C’[n, k] trên 

trường GF(q),  khi đó mỗi ma trận  có thể nhận được từ ma trận còn lại nhờ áp dụng các luật 

biến đổi sau: 

R1. Đổi chỗ các hàng cho nhau, 

R2. Nhân một hàng với 1 số khác 0 trên trường GF(q), 

R3. Nhân một hàng với 1 số trên trường GF(q), rồi cộng vào hàng khác. 

C1. Đổi chỗ các cột cho nhau, 

C2. Nhân một cột với số khác 0 trên trường GF(q). 

Việc chứng minh định lý khá đơn giản, dành cho SV như là bài tập. 

Các luật trên được gọi là các luật biến đổi tương đương cho các ma trận sinh để nhận được một 

ma trận sinh mới tương đương với ma trận ban đầu. Với các ma trận kiểm tra cũng áp dụng các 

luật biến đổi này. 

Nhận xét: 

Trên trường F2, luật (R2) thực chất là không thực hiện gì, vì nhân 1 hàng với số khác 0 (là 1) thì 

không thay đổi, còn luật (R3) là thực hiện việc cộng hàng này với hàng khác của ma trận. 

Tương tự, luật C2 cũng không thực hiện gì. Như vậy, các luật biến đổi tương đương cho các ma 

trận sinh trên trường F2 chỉ còn luật (R1), (R3) và (C1). 

Chú ý quan trọng : Khi sử dụng các phép biến đổi tương đương trên đây, ta nhận được một ma 

trận sinh G’ của một mã tuyến tính C’ tương đương với mã C, nhưng nói chung C’ khác với C. 

Nếu chỉ dùng các phép biến đổi tương đương trên các hàng (R1, R2, R3) thì sẽ nhận được ma 

trận sinh G’ của chính mã C, khi đó có thể dùng ma trận G’ thay cho ma trận G của cùng mã C. 

Điṇh nghiã 2.11. 

1. Ma trận sinh G của mã tuyến tính C[n, k] gọi là ở dạng chuẩn nếu G có k cột đầu tiên là 

ma trận đơn vị, tức là G =  (Ik | A)  với Ik là ma trận đơn vị cấp k  k còn A là ma trận 

cấp k  (n-k). 

2. Ma trận kiểm tra H của mã tuyến tính C[n , k] gọi là ở dạng chuẩn nếu H có n – k cột 

cuối là ma trận đơn vị, tức là H =  (B | In-k ), với In-k  là ma trận đơn vị cấp n-k,  còn B  là 

ma trận cấp (n-k) k.  
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Các ma trận sinh ở dạng chuẩn có ưu điểm là việc biểu diễn và tính toán đơn giản.  Do đó, với 

mã tuyến tính C[n, k] có ma trận sinh G, người ta thường biến đổi G để nhận được ma trận sinh 

tương đương G’ ở dạng chuẩn và thay thế mã C bởi mã C’ sinh bởi G’. Nếu G’nhận được từ G 

nhờ các biến đổi R1, R2, R3 thì G’ là ma trận sinh dạng chuẩn của chính mã C. 

Việc thay thế các ma trận kiểm tra H bởi các ma trận kiểm tra tương đương H’ ở dạng chuẩn 

cũng được thực hiện tương tự. 

Thí dụ 2.11  

Cho mã nhị phân tuyến tính C = {000, 101, 010, 111} trong thí dụ 2.9. Mã này có tối đa 2 từ mã 

độc lập tuyến tính, đó là (0 1 0) và (1 1 1), vậy ma trận sinh của mã là: 

G =  








111

010
 

Do dim(C) = 2, mã C là một [3, 2]-code, nhận được từ việc mã hóa tập tin  U = {00, 01, 10, 11} 

thành các từ mã 3 bit nhờ ma trận sinh G. 

 Ta dùng các phép biến đổi tương đương để đưa G về ma trận sinh dạng chuẩn: 

Từ G = 








111

010
,  dùng luật (C1): đổi chỗ 2 cột đầu, ta có : G ~  









111

001
 , dùng luật (R3): cộng 

hàng 1 vào hàng 2, ta có: G ~ G’= 








110

001
.  Ma trận G’ có 2 cột đầu là ma trận đơn vị I2 , vậy G’ 

là ma trận sinh dạng chuẩn. Ta xác định C’ bằng cách mã hóa tập tin U = {00, 01, 10, 11} nhờ 

ma trận G’, ta nhận được mã C’ = {000, 011, 100, 111} (SV tự kiểm tra việc tính các từ mã này). 

Mã C’ khác với mã C nhưng C’ ~ C và cùng là các mã tuyến tính C[3, 2]. 

 Bây giờ ta dùng các phép biến đổi tương đương chỉ trên các hàng để đưa G về ma trận 

sinh dạng chuẩn: 

Từ G = 








111

010
,  dùng luật (R1): đổi chỗ hàng 1 với hàng 2, ta được G ~ 









010

111
, dùng luật 

(R3): cộng hàng 2 vào hàng 1, ta có:        

G ~  G1 = 








010

101
.  Ma trận G1 có 2 cột đầu là ma trận đơn vị I2, vậy G1 ~ G.  

Mặt khác, nếu mã hóa tập tin U = {00, 01, 10, 11} nhờ ma trận G1  ta nhận được mã C1 = 

{000, 010, 101, 111}, rõ ràng mã này trùng với mã C, vậy G và G1 cùng sinh mã C, nên 

ma trận sinh dạng chuẩn G1 có thể thay thế cho ma trận G trong các tính toán liên quan 

đến mã C. 

Thí dụ 2.12  Cho mã tuyến tính C[7, 4, 3] có ma trận sinh: 

    

G = 

 

Hãy tìm ma trận sinh dạng chuẩn tương đương với ma trận G 
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Cách 1: (nhanh) áp dụng các phép biến đổi tùy ý, theo cả hàng và côt, do G đã có sẵn một số cột 

là vector đơn vị, ta chỉ cần áp dụng các luật C1: đổi chỗ cột 1 cho cột 6, sau đó đổi chỗ cột 3 cho 

cột 4, ta nhận được ma trận G’ tương đương với ma trận G: 

G’ = 



















1101000

0110100

1110010

1010001

 

G’ là ma trận sinh dạng chuẩn của một mã tuyến tính C’[7, 4, 3] tương đương mã đã cho.  

Cách 2: Chỉ áp dụng các luật biến đổi theo hàng R1 , R3, ta sẽ đưa G về dạng chuẩn. 

Từ  G = 



















1000101

1011000

1010011

0110001

 áp dụng R3 2 lần: cộng hàng 1 vào hàng 2 và cộng hàng 1 vàohàng 4: 

       G ~ 



















1110100

1011000

1100010

0110001

 áp dụng R1: đổi chỗ hàng 3 và hàng 4, ta nhận được ma trận G’ tương 

đương với G: 

G’ = 



















1011000

1110100

1100010

0110001

. G’ là ma trận sinh dạng chuẩn của ma trận G, và G’ sinh ra chính mã C. 

Nhận xét: Để mã hóa với ma trận sinh dạng chuẩn, ta có k bit đầu tiên trong từ mã w chính là k 

bit của tin nguồn u , chỉ cần tính n – k bit chống nhiễu ứng với n – k cột cuối của ma trận sinh G. 

Việc giải mã cũng thuận lợi: k bit đầu tiên của từ mã w sẽ là tin nguồn u. 

Thí dụ 2.13  Cho mã tuyến tính C[7, 4] có ma trận sinh G47 như sau: 

 
Giả sử cần mã hóa tin u = 1101, ta có w = (1101).G,  kết quả tính được w = (1101000). 

Để giải mã từ mã w = 1101000, lập hệ phương trình xác định các ai từ ma trận G và các bj, với   

u = a0 a1 a2 a3 , w = b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 = 1 1 0 1 0 0 0. Thực tế chỉ cần hệ 4 phương trình: 







1

0

, )1...,,1,0(,
k

i

jiji njbag  

1a0 +  0a1 + 0a2 + 0a3  =  1 

0a0 +  1a1 + 0a2 + 0a3  =  1 

0a0 +  0a1 + 1a2 + 0a3  =  0 

0a0 +  0a1 + 0a2 + 1a3  =  1 

          

           → Giải ra ta có: 

 

a0 = 1 

a1 = 1            

a2 = 0 

       a3 = 1 

Vậy giải mã từ mã w = (1101000), ta nhận được tin ban đầu là u = 1101 
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2.4  MỘT SỐ GIỚI HẠN  CỦA MÃ TUYẾN TÍNH TỐI ƯU 

 

Chúng ta đã biết rằng, mỗi mã C có ba đặc trưng chủ yếu là: 

  1. Chiều dài của các từ mã trong C: n 

  2. Tổng số các từ mã trong C: M 

  3. Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã C: d = d(C). 

Ta ký hiêụ (n, M, d)-code  là ma ̃có đô ̣dài n, chứa M từ ma ̃và có khoảng cách cực tiểu d = d(C).  

Các tham số trên có ý nghĩa gì trong lý thuyết mã hóa? 

Chiều dài từ mã n: từ mã càng dài thì việc truyền tin càng kém hiệu quả, tuy nhiên việc mã hóa 

chống nhiễu là việc thêm vào các thông điệp gốc một số bit, cần thêm vào một số bit tối thiểu để 

đạt được mục tiêu chống nhiễu. Nói chung chiều dài từ mã càng ngắn càng tốt. 

Tổng số từ mã M: Mã càng có nhiều từ mã càng tốt, vì nó có thể truyền tải được nhiều thông điệp 

gốc, tức là chứa được nhiều thông tin. 

Khoảng cách Hamming cực tiểu của mã d: là sự sai khác nhau tối thiểu giữa các từ mã, do đó, 

khoảng cách này càng lớn thì sự khác biệt giữa các từ mã càng lớn, do đó khả năng phát hiện lỗi 

và sửa lỗi càng cao. 

Thông thường, môṭ ma ̃C(n, M, d)  với d là khoảng cách Hamming cực tiểu của mã, d = d(C),  

đươc̣ goị là ma ̃tối ưu nếu nó có n nhỏ (để có thể truyền nhanh các từ mã), M lớn (có thể truyền 

môṭ số lớn các từ mã) và d lớn (có thể sửa đươc̣ nhiều lỗi). Điều này liên quan đến mục tiêu của 

các bài toán tối ưu các mã, nhất các mã tuyến tính. Các mục tiêu đó gọi là các giới haṇ của mã 

tuyến tính tối ưu. Trong các ma ̃tuyến tính tối ưu ta có môṭ số giới haṇ quan troṇg sau: 

2.4.1. Giới haṇ Griesmer 

Đối với ma ̃tuyến tińh [n, k, d]-code, với k và d = dmin đa ̃đươc̣ xác điṇh, phải xây dưṇg ma ̃

có đô ̣dài các từ n nhỏ nhất.  

Bài toán này tương ứng với giới haṇ Griesmer: 















1

0 2

k

i
i

d
n  

Trong đó  x  là số nguyên trần của x: số nguyên nhỏ nhất  không bé hơn  x. Chẳng hạn  

  414.3  ,   5 = 5,   314.3  . 

2.4.2. Giới haṇ Plotkin 

Đối với ma ̃tuyến tińh [n, k, d], với n và k đa ̃đươc̣ xác điṇh, phải xây dưṇg ma ̃có khoảng 

cách cưc̣ tiểu d lớn nhất.  

Bài toán này tương ứng với giới haṇ Plotkin: 

12

2. 1

min





k

kn
d  

2.4.3. Giới haṇ Hamming 

Đối với ma ̃tuyến tińh [n, k, d], với n và số lỗi có thể sửa đươc̣ tối đa là t đã xác định (do t 
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phụ thuộc vào d, nên ở đây coi như n và d đã xác định), phải xây dưṇg ma ̃có số ký tư ̣k của 

thông điêp̣ cần truyền là lớn nhất (hay số (n - k) nhỏ nhất).  

Bài toán này tương ứng với giới haṇ Hamming: 




 
t

i

kn inC
0

),(2  

trong đó giá trị t = 
2

1d
 (ở đây ký hiệu  x  là số nguyên sàn của x: số nguyên lớn nhất không 

vượt quá x, chẳng hạn  14.3 = 3;  0.5 = 5 ;  14.3 = - 4). 

 Ký hiệu C(n, i) là số tổ hợp chập i của n (còn được ký hiệu là i

nC ) và được tính bằng công thức: 

C(n, i) = 
!)(!

!

ini

n


,  hoặc C(n, i) = 

!

)1)...(1.(

i

innn 
 

Chú ý rằng C(n, 0) = 1; C(n, n) =1; C(n, 1) = n; C(n, i) = C(n, n – i) 

Trong giáo trình này, để đơn giản, trong các phần sau ta chỉ trình bày các giới hạn trên cho các 

ma ̃là những ma ̃nhi ̣ phân tuyến tính và lâp̣ luâṇ tương tư ̣cho trường hơp̣ tổng quát. 
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BÀI TÂP̣ CHƯƠNG 2 

1. Tính khoảng cách Hamming giữa các căp̣ xâu bit sau: 

a.   1111101;  1000011   

b.   00001110;  01110001   

c.   101000101;  010110010   

d.   0000000000;  1111111111 

5 

7  

8 

10 

* Chú ý: Với các mã nhị phân, Có thể dùng công thức d(x,y) = w(x + y)  

2. Cho mã tuyến tính C = {000 ; 110 ; 011 ; 101}  

a.  Tìm ma trận sinh G của mã C 

b. Tìm mã đối ngẫu của C. ĐA:{000, 111}. Tìm ma trận kiểm tra H của mã C. 

c.  Tính khoảng cách cực tiểu d(C) của mã ĐA: (d = 2). 

* Chú ý: Với các mã nhị phân tuyến tính, có công thức d(C) = min {w(x) |  x  C, x ≠ O}  

3. Cho mã tuyến tính C = {0000 ; 1100 ; 0011 ; 1111} 

a.  Tìm ma trận sinh G của mã C. Tìm ma trận G’ ~ G, từ G’ hãy xác định mã C’. So sánh 

mã C’ và mã C. 

b. Tìm mã đối ngẫu của C. (ĐA là C).Tìm ma trận kiểm tra H của mã C. (ĐA: H = G) 

c.  Tính khoảng cách cực tiểu d(C) của mã. ĐA: (d = 2) 

4.   Giả sử rằng ma ̃C có ma trâṇ sinh: 

 

 

 

 

a. Những từ mã nào trong mã C được tạo ra bởi ma trận sinh này? 

b. Hãy mã hóa thông điệp u = 0110 nhờ ma trận sinh G. Giải mã từ mã w = 1110100 

nhờ ma trận G. 

5. Giả sử rằng ma ̃C có ma trâṇ sinh: 

 

a.  Hãy đưa ma trâṇ G về daṇg chuẩn G’ = (I4A) (chú ý là chỉ biến đổi theo các hàng). 

b.  Những từ mã nào trong mã C được tạo ra bởi ma trận sinh này?  

c. Tìm ma trâṇ kiểm tra  H của mã C. (gợi ý: từ dạng chuẩn G = (I4 | A) của mã C, tìm H theo 

công thức H = (AT | I3), xem định lý dưới đây. 

Định lý: Nếu mã tuyến tính C[n , k] trên trường GF(q) có ma trận sinh dạng chuẩn G = ( Ik | A ) 

thì ma trận kiểm tra dạng chuẩn của mã C được xác định bởi: H = (– AT | In-k ) ,                                      

với AT
 là  ma trận chuyển vị của ma trận A trong ma trận sinh dạng chuẩn G. 

Với các mã nhị phân tuyến tính, thì H = ( AT | In-k ) 
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6. Cho mã tuyến tính C có ma trận kiểm tra H = 

















10010

01011

00101

 

a/. Tìm ma trận sinh của mã C.  ĐA : G = 








11010

01101
 

 

b/. Viết tất cả các từ mã của C.  ĐA : {00000, 10110, 01011, 11101} 

 

7. Cho mã tuyến tính C trên trường F3 = {0, 1, 2} có ma trận sinh: 

 

 a/. Tìm tất cả các từ mã của mã C 

 b/. Đưa ma trận sinh G về dạng chuẩn bằng các phép biến đổi theo hàng (R1, R2, R3) 

 c/. Tìm mã đối ngẫu C và ma trận kiểm tra H của mã C. (gợi ý: tìm ma trận kiểm tra H 

theo định lý trên: H = (– AT | In-k ), mã đối ngẫu của C là mã nhận H làm ma trận sinh) 

8. Trên trường F3 , cho mã C có ma trận sinh: 

G = 








12102

10211
 

a/. Viết tất cả các từ mã của C 

b/. Biến đổi chỉ theo hàng để đưa ma trận sinh G về dạng chuẩn. 

c/. Tìm ma trận kiểm tra của mã C có ma trận sinh trên đây 

9.  Phải xây dựng mã C với độ dài từ mã n là bao nhiêu để mã tuyến tính  C[n, 4, 3] là ma ̃tối ưu 

đaṭ giới haṇ Griesmer  

10.  Phải xây dựng mã C với khoảng cách Hamming cực tiểu d là bao nhiêu để mã tuyến tính  

C[7, 4, d] là ma ̃tối ưu đaṭ giới haṇ Plotkin.  

11. Cần xây dựng mã tuyến tính  C[7, k, 3] để mã hóa các thông điệp gốc gồm k bit thành từ mã 

7 bit, số bit của thông điệp gốc là bao nhiêu để C là ma ̃tối ưu đaṭ giới haṇ Hamming.  

_________________________________ 
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