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1. T½ch ph¥n b§t �ành 2. T½ch ph¥n x¡c �ành 3. T½ch ph¥n suy rëng

1.1. �ành ngh¾a v  t½nh ch§t cõa T½ch ph¥n B�

Chóng ta bi¸t (1
3
x3 + sin x)′ = x2 + cos x .

Khi �â ta nâi F (x) = 1

3
x3 + sin x l  mët nguy¶n h m cõa

f (x) = x2 + cos x .

�ành ngh¾a

Mët h m sè F �÷ñc gåi l  mët nguy¶n h m cõa h m f tr¶n
kho£ng (a, b) n¸u F ′(x) = f (x) vîi måi x ∈ (a, b).

Tuy nhi¶n, f (x) câ thº câ nhi·u NH, 1

3
x3 + sin x + C , vîi b§t

ký h¬ng sè C ∈ R, v¼

(
1
3
x3 + sin x + C )′ = x2 + cos x .

�â câ ph£i l  t§t c£ c¡c NH cõa x2 + cos x khæng?
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M»nh �· v  �ành ngh¾a

N¸u F v  G l  hai NH cõa h m f tr¶n (a, b) th¼ tçn t¤i mët
h¬ng sè C sao cho

G (x) = F (x) + C , x ∈ (a, b).

V¼ th¸ måi NH cõa f câ d¤ng têng qu¡t l  F (x) + C ,C ∈ R,
v  �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n b§t �ành cõa f tr¶n (a, b), kþ hi»u
l 

∫
f (x)dx .

Chóng ta câ thº vi¸t
∫
f (x)dx = F (x) + C ,C ∈ R, trong �â

F l  mët NH n o �â cõa f .

V½ dö:
∫

(x2 + cos x)dx = 1

3
x3 + sin x + C ,C ∈ R.
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B£ng NH cõa mët sè h m sè sì c§p∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C , vîi α 6= −1;

V½ dö
∫

1√
x
dx = 2

√
x + C ,

∫ 1
x2

dx = −1
x

+ C∫
exdx = ex + C∫
axdx =

ax

ln a
+ C , v i0 < a 6= 1;∫ 1

x
dx = ln | x | +C ;∫ 1

ax + b
dx =

1
a

ln | ax + b | +C ; vîi a 6= 0;∫
sin xdx = − cos x + C ;

∫
cos xdx = sin x + C ;∫ 1

cos2 x
dx = tan x + C ;

∫ 1
sin2 x

dx = − cot x + C ;∫ 1
1 + x2

dx = arctan x + C ;∫ 1
x2 + a2

dx =
1
a

arctan
x

a
+ C vîi a 6= 0;



T½nh ch§t cõa TPB�

(1) [
∫
f (x)dx ]′ = f (x);

(2)
∫
dF (x) = F (x) + C ;

(3)
∫

[f (x) + g(x)]dx =
∫
f (x)dx +

∫
g(x)dx ;

(4)
∫
kf (x)dx = k

∫
f (x)dx .

Mët sè v½ dö...
Chó þ: cè gng biºu di¹n h m sè d÷îi d§u t½ch ph¥n d÷îi
d¤ng tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c h m sè sì c§p cì b£n.
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1.2. Hai ph÷ìng ph¡p t½nh t½ch ph¥n

Ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n sè

�ành lþ

X²t t½ch ph¥n
∫
f [u(x)]u′(x)dx . Gi£ sû �°t t = u(x) v  gi£ sû

t¼m �÷ñc
∫
f (t)dt = F (t) + C . Khi �â ta công câ∫

f [u(x)]u′(x)dx = F [u(x)] + C .

V½ dö: t½nh c¡c t½ch ph¥n sau∫
(2x + 1)ex

2+x−1dx ;

∫
ln xdx

x
;

∫
2x − 3√
x + 1

dx .
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1.2. Hai ph÷ìng ph¡p t½nh t½ch ph¥n

Ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n tøng ph¦n

�ành lþ

Cho u(x) v  v(x) l  hai h m sè kh£ vi. Khi �â ta câ∫
u(x)v ′(x)dx = u(x)v(x)d −

∫
u′(x)v(x)dx .

V½ dö: t½nh c¡c t½ch ph¥n sau∫
xexdx ;

∫
x2 ln x
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1.3. T½ch ph¥n c¡c ph¥n thùc húu t�

X²t c¡c t½ch ph¥n húu t� d¤ng∫ P(x)

Q(x)
.

Ph÷ìng ph¡p: ph¥n t½ch ph¥n thùc
P(x)

Q(x)
th nh têng cõa

c¡c ph¥n thùc �ìn gi£n.

L§y v½ dö minh håa
- M¨u sè bªc 1;

- M¨u sè bªc hai;

- M¨u sè bªc cao...
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2.1. �ành ngh¾a TPX�

B i to¡n di»n t½ch
L m th¸ n o �º t½nh di»n t½ch cõa mët mi·n (h¼nh) b§t ký
(trong làch sû)?
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Thû t½nh di»n t½ch cõa mi·n ph¯ng giîi h¤n bði y = x2 , tröc
Ox giúa 0 v  a = 1.

Chia �o¤n [0, 1] th nh 5 ph¦n (b¬ng nhau) v  düng c¡c h¼nh
chú nhªt nh÷ h¼nh v³.
Khi �â di»n t½ch �÷ñc x§p x� bði:



Têng qu¡t: c¡ch l§y x§p x¿ di»n t½ch s³ c ng ch½nh x¡c n¸u
chia �o¤n [0, a] nhä hìn th nh n (�õ lîn) ph¦n (b¬ng nhau)



Khi �â di»n t½ch �÷ñc x§p x� bði:

Tø �â Sn =
a3

n3
(n − 1)n(2n − 1)

6
. Cho n→ +∞ ta nhªn �÷ñc

lim
n→+∞

Sn =
a3

3
.

Ta nâi r¬ng ph¦n di»n t½ch l 
a3

n3
.
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2.1. �ành ngh¾a TPX�

Mët sè kh¡i ni»m quan trång:
Mët ph¥n ho¤ch �o¤n [a, b]: P = [x1, x2, · · · , xn];
∆xk = xk − xk−1, vîi k = 1, 2, · · · , n v  chu©n cõa ph²p
ph¥n ho¤ch l  ‖P‖ = max ∆xk ;
C¡c �iºm m¨u ck ∈ [xk−1, xk ], vîi méi k = 1, 2, · · · , n;
Têng Riemann (hay têng t½ch ph¥n)
SP =

∑n
k=1 f (ck).∆xk ;

T½ch ph¥n x¡c �ành cõa h m f tr¶n �o¤n [a, b] �÷ñc �ành
ngh¾a bði ∫ b

a

f (x)dx = lim
‖P‖→0

SP , (1)

n¸u giîi h¤n tr¶n tçn t¤i, v  khæng phö thuëc v o c¡ch
ph¥n ho¤ch �o¤n [a, b] v  c¡ch chån c¡c �iºm m¨u ck .
H m f khi �â gåi l  kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b].
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Mët sè v½ dö: biºu di¹n c¡c t½ch ph¥n sau d÷îi d¤ng
giîi h¤n cõa têng Riemann V½ dö 1∫ 2

1

1
x2

dx .

V½ dö 2

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

√
c3k − 1∆xk ,

vîi P l  mët ph¥n ho¤ch �o¤n [2, 3].

�ành lþ

N¸u h m sè f li¶n töc tr¶n [a, b], khi �â f l  kh£ t½ch tr¶n
[a, b], tùc l 

∫ b

a
f (x)dx tçn t¤i.



Mët sè v½ dö: biºu di¹n c¡c t½ch ph¥n sau d÷îi d¤ng
giîi h¤n cõa têng Riemann V½ dö 1∫ 2

1

1
x2

dx .

V½ dö 2

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

√
c3k − 1∆xk ,

vîi P l  mët ph¥n ho¤ch �o¤n [2, 3].

�ành lþ

N¸u h m sè f li¶n töc tr¶n [a, b], khi �â f l  kh£ t½ch tr¶n
[a, b], tùc l 

∫ b

a
f (x)dx tçn t¤i.
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Þ ngh¾a h¼nh håc cõa t½ch ph¥n x¡c �ành

N¸u h m sè f kh£ t½ch tr¶n [a, b], khi �â∫ b

a

f (x)dx = A+ − A−, (2)

trong �â A+ v  A− l¦n l÷ñt l  ph¦n di»n t½ch giîi h¤n bði �ç
thà h m sè n¬m ph½a tr¶n v  d÷îi tröc ho ng.

V½ dö T¼m gi¡ trà cõa t½ch ph¥n sau b¬ng c¡ch biºu di¹n nâ
nh÷ l  di»n t½ch mang d§u cõa c¡c mi·n phò hñp∫ 2

0

√
4− x2dx .

�¡p sè: π
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T½nh ch§t cõa t½ch ph¥n x¡c �ành (t½ch ph¥n Riemann

Chóng ta �°t∫ a

a

f (x)dx = 0, v 

∫ a

b

f (x)dx = −
∫ b

a

f (x)dx .

M»nh �·

Gi£ sû f and g l  hai h m sè kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Khi �â:
1

∫ b

a
kf (x)dx = k

∫ b

a
f (x)dx , for any number k ∈ R;

2
∫ b

a
[f (x) + g(x)]dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a
g(x)dx ;

3 N¸u f kh£ t½ch tr¶n mët �o¤n chùa ba �iºm a, b and c ,
khi �â ∫ b

a

f (x)dx =

∫ c

a

f (x)dx +

∫ b

c

f (x)dx .
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M»nh �·

Gi£ sû f and g l  hai h m sè kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Khi �â:
1 N¸u f (x) ≥ 0 tr¶n [a, b], th¼

∫ b

a
f (x)dx ≥ 0;

2 N¸u f (x) ≥ g(x) tr¶n [a, b], th¼
∫ b

a
f (x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dx ;

3 N¸u m ≤ f (x) ≤ M on [a, b], th¼

m(b − a) ≤
∫ b

a

f (x)dx ≤ M(b − a).

V½ dö: chùng tä r¬ng

0 ≤
∫ π

0

sin xdx ≤ π.
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2.3. Li¶n h» giúa TPX� v  nguy¶n h m

�ành lþ v· sü tçn t¤i NH cõa h m li¶n töc

N¸u f li¶n töc [a, b], khi �â h m F �ành ngh¾a bði

F (x) =

∫ x

a

f (u)du, a ≤ x ≤ b, (3)

l  li¶n töc tr¶n [a, b] v  kh£ vi tr¶n (a, b), vîi

d

dx
F (x), or, F ′(x) = f (x).

�L suy ra ∫
f (x)dx =

∫ x

a

f (u)du + C ,C ∈ R. (4)
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V½ dö T½nh �¤o h m ∫ x

0

(sin u − e2u)du,

∫ x

1

2u
1 + u3

du,∫ x3

0

1
u + 1

du, x > 0,∫ x3

x2

1
u + 1

du, x > 0,



�ành lþ

N¸u f li¶n töc tr¶n [a, b], v  gi£ sû F l  mët NH b§t ký cõa f ,
khi �â ∫ b

a

f (x)dx = F (b)− F (a) := F (x)]ba (5)

Chùng minh: h m F l  mët NH cõa f n¶n nâ ph£i câ d¤ng (4)

F (x) =

∫ x

a

f (u)du + C , x ∈ [a, b].

�°c bi»t, thay x = a, sau �â thay x = b v o biºu thùc tr¶n ta
thu �÷ñc

F (a) = C ,

F (b) =

∫ b

a

f (u)du + C .

Hai PT tr¶n d¨n �¸n k¸t qu£ c¦n chùng minh (5).



V½ dö: t½nh c¡c t½ch ph¥n sau∫ 1

0

(x2 + 2x)dx ,∫ π

0

sin(2x)dx ,∫ 1

0

2x ex
2

dx .

Chó þ: chóng ta công câ thº sû döng pp �êi bi¸n v  TP tøng
ph¦n cho TP x¡c �ành.

V½ dö...
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2.4. Mët sè ùng döng cõa TPX�

T½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng

S =
∫ b

a
| f (x)− g(x) | dx

V½ dö: t½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng giîi h¤n bði c¡c �÷íng
y = x2 − 2x , y = −x + 2.
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S =
∫ d

c
| Ψ(y)− ϕ(y) | dy

V½ dö: t½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng giîi h¤n bði c¡c �÷íng
y =
√
x , y = x − 2 v  tröc Ox.



T½nh �ë d i �÷íng cong

l =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 | dx

V½ dö: t½nh �ë d i �÷íng cong y =
x2

4
− 1

2
ln x , vîi 1 ≤ x ≤ e.



1. T½ch ph¥n b§t �ành 2. T½ch ph¥n x¡c �ành 3. T½ch ph¥n suy rëng

T½ch ph¥n suy rëng câ cªn væ h¤n

V½ dö: x²t di»n t½ch mi·n væ h¤n giîi h¤n bði �ç thà h m sè
y = 1

x2
, tröc Ox vîi x ≥ 1.

�ành ngh¾a ∫ ∞
a

f (x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f (x)dx ,∫ b

−∞
f (x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f (x)dx ,∫ ∞
−∞

f (x)dx =

∫ a

−∞
f (x)dx +

∫ ∞
a

f (x)dx .

N¸u giîi h¤n tçn t¤i th¼ TP suy rëng �÷ñc gåi l  hëi tö, ng÷ñc
l¤i goi l  ph¥n ký.

Phan Quang S¡ng Ch÷ìng 3. T½ch ph¥n



Mët sè v½ dö:... ∫ ∞
−∞

1
1 + x2

dx∫ ∞
0

1
x2 + 4x + 3

dx
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