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1. Dinh nghia ham s6 nhiéu bién s&

®0000000

Nhic lai R™
R"={(x1,x2,..., %) :x1 ER,xx €R,... . x, €R}.

Definition

Gia st D C R". Mot ham sb £ clia n bién sb doc lap trén D 13
mdt tuong (ng moi diém thudc D véi mét s6 thuc,

f:D — R

(X1, X2, -« -y Xn) = F(x1, X0, Xn)
D dugc goi la tap xac dinh cua f, va tap hop

{weR:w="~F(x,x,..., %) | (x1,%,...,%,) € D}

goi |a tap gia tri cha f.
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Vi du 1: tinh gi4 tri cla ham s6

X+Yy
2

f(x,y,z) = >

tai cc diém (1,2,3) va (—1,2,3). Tim va biéu dién hinh hoc
tap xac dinh cla f.



Vi du 1: tinh gi4 tri cla ham s6

X+Yy
2

f(x,y,z) = >

tai cc diém (1,2,3) va (—1,2,3). Tim va biéu dién hinh hoc
tap xac dinh cla f.

Vi du 2: cho ham sb

f(x,y) =+V4—x>—y2

Tim v bidu dién hi nh hoc tap x4c dinh cla f.
Tim tap gia tri f.



Vi du 1: tinh gi4 tri cla ham s6

X+Yy
2

f(x,y,z) = >

tai cc diém (1,2,3) va (—1,2,3). Tim va biéu dién hinh hoc
tap xac dinh cla f.

Vi du 2: cho ham sb

f(x,y) =+V4—x>—y2

Tim v bidu dién hi nh hoc tap x4c dinh cla f.
Tim tap gia tri f.

Vi du 3: Cau héi tuong tu cho ham s6 f = \/y? — x.



Do thi cia ham so hai bién

Cho ham s6 z = f(x,y), (x,y) € D C R?. Khi d6 db thj cla
ham s 13 tap hop sau trong khéng gian R3:
G(f) ={(x,y,z) € R*| (x,y) € D}.

NGi chung db thi ham sb hai bién 13 mét mit trong khéng
gian 3 chiéu.



Mot s6 vi du

Vidu 1: z= —x — 2y + 4. (mit phing)

Vidu 2: z= /4 —x2 — y2. (n{ia trén m3t ciu)
Vi du 3: z = 4x? + y2. (elliptic paraboloid)

Vi du 4: z = 2x? — y2. (hyperbolic paraboloid)

Vidu 5: z= /4 — 2x?> — y2. (nla trén ellipsoid)



z

R

DA



elliptic paraboloid

z=4x>+y?



hyperbolic paraboloid

z:2x2—y2

o [l = = = o>






1. § ghia ham s6 nhié én so 2. Dao ham riéng va vi phan
®0

2.1. Dao ham riéng

Cho ham sb z = f(x, y) va diém (xg, yo) € Ds. Khi dé cac dao
ham riéng cAp 1 clia ham sb tai (xp, o) dudc cho béi

g
Ox

&l of L
d_yf(xo,y)’yzyo = fyl(Xm}/O) = @(Xo,}/o) (ddi véi bién y)

d e
&f(xa,\/o”x:xo = f(x0, ¥0) = = (x0, o) (d01 v6i bién x),

v
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1. Dinh nghia ham s6 nhié én so 2. Dao ham riéng va vi phan
®0

2.1. Dao ham riéng

Cho ham sb z = f(x, y) va diém (xg, yo) € Ds. Khi dé cac dao
ham riéng cap 1 clia ham s tai (xo, yo) dugdc cho bdi

g
Ox

&l of L
d_yf(xo,y)’yzyo = fyl(Xm}/O) = @(Xo,}/o) (ddi véi bién y)

d 2. 20 « Z
&f(x,yo)h:xo = f!(x0, ¥0) = =— (X0, Yo) (ddi v6i bién x),

v

Vi du 1: tim cic dao ham riéng
f(x,y) = x3y? +3x — 5y? + 4y — 1.
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2. Dao ham riéng va vi phan
®0

2.1. Dao ham riéng

Cho ham sb z = f(x, y) va diém (xg, yo) € Ds. Khi dé cac dao
ham riéng cap 1 clia ham s tai (xo, yo) dugdc cho bdi

g
Ox

&l of L
d_yf(xo,y)’yzyo = fyl(Xm}/O) = @(Xo,}/o) (ddi véi bién y)

d i s
&f(x,yo)h:xo = f!(x0, ¥0) = =— (X0, Yo) (ddi v6i bién x),

v

Vi du 1: tim cic dao ham riéng

f(x,y) = x3y? +3x — 5y + 4y — 1.

Chir y Khi tinh !, ta coi y |3 hing s6, va 13y dao ham cia f
theo bién x. (tuong tu cho f,).

Vi du 2: tim cic dao ham riéng f(x, y) = % + 2x.
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Dao ham riéng cap cao

Vi du 1: tinh cac dao ham riéng lién tiép ctia ham
f(x,y) = x3y? +3x — 5y? + 4y — 1.



Dao ham riéng cap cao

Vi du 1: tinh cac dao ham riéng lién tiép ctia ham
f(x,y) = x3y? +3x — 5y? + 4y — 1.

Ngudi ta c6 thé dinh nghia cic dao ham riéng cip 2,

F o, P, PF L, O

fll = — = = = —.
X Ox2TY QyoxT > Ox0y’ Y Oy?




Dao ham riéng cap cao

Vi du 1: tinh cac dao ham riéng lién tiép ctia ham
f(x,y) = x3y? +3x — 5y? + 4y — 1.

Ngudi ta c6 thé dinh nghia cic dao ham riéng cip 2,

f'// — ﬁ 1! — azf 1 — azf 1 — &
X Ox2TY QyoxT > Ox0y’ Y Oy?

x3+1

Vidu 2: f(x,y) =€ Inx+ 5




Dao ham riéng cap cao

Vi du 1: tinh cac dao ham riéng lién tiép ctia ham
f(x,y) = x3y? +3x — 5y? + 4y — 1.
Ngudi ta c6 thé dinh nghia cic dao ham riéng cip 2,

f'// — ﬂ 1! — azf 1 — azf 1 — &
X Ox2TY QyoxT > Ox0y’ Y Oy?

3
1
Vi du 2: f(x,y) :eylnx—i—x;L :
Yy

Dinh ly (vé dao ham hén hop)

Néu ham sb z = f(x, y) c6 cac DHR hdn hop fuy: fyx li€n tuc
trong mét 1an cén diém (X0, Yo), khi d6 ta c6

foy (X0, ¥0) = (X0, ¥0)-




2. Dao ham riéng va vi phan
®00

2.2. Vi phan toan phan

Cho ham sb z = f(x, y) va diém (x, yo) € Ds. D3t
Ax=x—xy, Ay =y — yo va
Af = f(X>y) - f(X0>y0) = f(XO + AX,)’O + AY) - f(XO’YO)'
Gia st ham s6 c6 cdc DHR 9 va 2 lién tuc tai (xo, yo) va
gan d6. Khi d6 Af c6 thé biéu dign dang

of of

Af = &(XOJ/O)AX + @(XOJ/O)AY talbx+ealy,

trong d6 &1 va e, — 0 khi (Ax, Ay) — (0,0).
Khi d6, vi phan toan phan clia ham sb, ky hiéu df, dugc dinh
nghia béi

df (x0,y0) =[]
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2. Dao ham riéng va vi phan
®00

2.2. Vi phan toan phan

Cho ham sb z = f(x, y) va diém (x, yo) € Ds. D3t
Ax=x—xy, Ay =y — yo va
Af = f(x,y) = f(x0, %) = f(x0 + &x, 0 + Ay) — f(x0, Yo)-

Gia st ham s6 c6 cdc DHR 9 va 2 lién tuc tai (xo, yo) va
gan d6. Khi d6 Af c6 thé biéu dign dang
f f
Af = %(XOJO)AX + g—y(XoJ/o)Ay +e1Ax + Ay,

trong d6 &1 va e, — 0 khi (Ax, Ay) — (0,0).

Khi d6, vi phan toan phan cla ham s, ky hiéu df, duoc dinh
nghia béi

df(X07y0) = [ ’ ] = fx/(XOLyO)dX + f}//(XO;)/O)df
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Vi du: tinh vi phan toan phan clia ham sb
f(x,y) = x>+ 2xy +xy* + 1

tai diém (2, —1), va sau d6 tai mét diém bAt ky.



Xap xy tuyén tinh
Tur biéu didn Af ~ df(x, yo), ta suy ra
f(X7.y) ~ f(X07.y0) + df(X07y0)7

f(x,y) ~ f(x0, %) + £,(x0, Yo) (x — x0) + fy/(X07y0)(.y — %),

goi 13 x4p xy tuyén tinh cla f tai (xo, yo).



Xap xy tuyén tinh
Tur biéu didn Af ~ df(x, yo), ta suy ra

f(Xa.y) ~ f(X07.y0) + df(X07y0)7

F(x,y) = £ (%0, %0) + (%0, o) (x = X0) + £(x0, ¥0) (¥ — o),

goi 13 x4p xy tuyén tinh cla f tai (xo, yo).

Vi du 1: tim x4p xy tuyén tinh cla f(x,y) = In(x — 2y?) tai
(3,1) va st dung né dé tinh xap xy £(3.05,0.95).

Vi du 2: tinh gan ding In(/T,03 + /0,98 — 1).



3. Cuc tri ham hai bién
0

Dinh nghia cuc tri (CT)

Ham sb z = f(x, y) goi |3 dat cuc dai (t/u cuc tiéu) tai diém
(%0, %0) € Dr néu zo = (X0, y0) = f(x, y) (t/u .

zo = f(x0, yo) < f(x,y)) v6i moi diém (x, y) € Dr & gan

(%0, o). R

Khi d6 zy dugc goi la gid tri CT (cuc dai hodc cuc tiéu) cda
ham s0.
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3. Cuc tri ham hai bién

[ 1o}

Dinh nghia cuc tri (CT)

Ham sb z = f(x, y) goi |3 dat cuc dai (t/u cuc tiéu) tai diém
(%0, %0) € Dr néu zo = (X0, y0) = f(x, y) (t/u .
zo = f(x0, yo) < f(x,y)) v6i moi diém (x, y) € Dr & gan

(%0, o). )
Khi d6 zy dugc goi la gid tri CT (cuc dai hodc cuc tiéu) cda
ham so.

A

Dinh ly (DK can cta CT)

Gia st ham sb z = f(x, y) dat CT tai (xo, yo) ma tai dé céc
dao ham riéng cap 1 ton tai thi (xo, yo) phai la diém ding cla
ham so, tuc la

f)</(X07.y0) = fy/(Xo,)/o) = 0.
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Dinh Iy (DK du cta CT)

Gia st diém (X0, y0) I dlem diing ctia ham s6 z = f(x,y), va
gid st cic DHR cAp 2 tdn tai va lién tuc tai cic diém & gan
(%0, y0)- Dit

A= fo(x, ), B= f;}//(X07y0)7 C = f;//},/(XOaYO)'

A=AC-B>00.
Khi dé:
@ Né&u A < 0 thi ham sb khéng dat CT tai (xo, yo).

@ Néu A > 0 thi ham sb dat cuc CT tai (X0, Yo0)-
Hon niia (xo, yo) 1a diém cuc tiéu néu A > 0; diém cuc dai
néu A < 0.

v

Vi du: tim cic diém CT néu c¢é cta ham so

f(x,y) =8x>+2xy —3x* +y* -1
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