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1. �ành ngh¾a h m sè nhi·u bi¸n sè 2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n 3. Cüc trà h m hai bi¸n

Nhc l¤i Rn:

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, . . . , xn ∈ R}.

Definition

Gi£ sû D ⊆ Rn. Mët h m sè f cõa n bi¸n sè �ëc lªp tr¶n D l 
mët t÷ìng ùng méi �iºm thuëc D vîi mët sè thüc,

f : D −→ R
(x1, x2, . . . , xn) 7→ f (x1, x2, . . . , xn)

D �÷ñc gåi l  tªp x¡c �ành cõa f , v  tªp hñp

{w ∈ R : w = f (x1, x2, . . . , xn) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ D}

gåi l  tªp gi¡ trà cõa f .
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V½ dö 1: t½nh gi¡ trà cõa h m sè

f (x , y , z) =
x + y

z2

t¤i c¡c �iºm (1, 2, 3) v  (−1, 2, 3). T¼m v  biºu di¹n h¼nh håc
tªp x¡c �ành cõa f .

V½ dö 2: cho h m sè

f (x , y) =
√

4− x2 − y 2.

T¼m v  biºu di¹n h¼ nh håc tªp x¡c �ành cõa f .
T¼m tªp gi¡ trà f .

V½ dö 3: C¥u häi t÷ìng tü cho h m sè f =
√

y 2 − x .
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�ç thà cõa h m sè hai bi¸n

Cho h m sè z = f (x , y), (x , y) ∈ D ⊆ R2. Khi �â �ç thà cõa
h m sè l  tªp hñp sau trong khæng gian R3:

G (f ) = {(x , y , z) ∈ R3 | (x , y) ∈ D}.

Nâi chung �ç thà h m sè hai bi¸n l  mët m°t trong khæng
gian 3 chi·u.



Mët sè v½ dö

V½ dö 1: z = −x − 2y + 4. (m°t ph¯ng)

V½ dö 2: z =
√

4− x2 − y 2. (nûa tr¶n m°t c¦u)

V½ dö 3: z = 4x2 + y 2. (elliptic paraboloid)

V½ dö 4: z = 2x2 − y 2. (hyperbolic paraboloid)

V½ dö 5: z =
√

4− 2x2 − y 2. (nûa tr¶n ellipsoid)



nûa tr¶n m°t c¦u

z =
√

4− x2 − y 2



elliptic paraboloid

z = 4x2 + y 2



hyperbolic paraboloid

z = 2x2 − y 2



ellipsoid



1. �ành ngh¾a h m sè nhi·u bi¸n sè 2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n 3. Cüc trà h m hai bi¸n

2.1. �¤o h m ri¶ng

�ành ngh¾a

Cho h m sè z = f (x , y) v  �iºm (x0, y0) ∈ Df . Khi �â c¡c �¤o
h m ri¶ng c§p 1 cõa h m sè t¤i (x0, y0) �÷ñc cho bði

d

dx
f (x , y0)|x=x0 := f ′x (x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0) (�èi vîi bi¸n x),

d

dy
f (x0, y)|y=y0 := f ′y (x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) (�èi vîi bi¸n y)

V½ dö 1: t¼m c¡c �¤o h m ri¶ng
f (x , y) = x3y 2 + 3x − 5y 2 + 4y − 1.
Chó þ Khi t½nh f ′x , ta coi y l  h¬ng sè, v  l§y �¤o h m cõa f
theo bi¸n x . (t÷ìng tü cho f ′y ).
V½ dö 2: t¼m c¡c �¤o h m ri¶ng f (x , y) = x+y

y
+ 2x .
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�¤o h m ri¶ng c§p cao

V½ dö 1: tinh c¡c �¤o h m ri¶ng li¶n ti¸p cõa h m
f (x , y) = x3y 2 + 3x − 5y 2 + 4y − 1.

Ng÷íi ta câ thº �ành ngh¾a c¡c �¤o h m ri¶ng c§p 2,

f ′′xx =
∂2f

∂x2
, f ′′xy =

∂2f

∂y∂x
, f ′′yx =

∂2f

∂x∂y
, f ′′yy =

∂2f

∂y 2
.

V½ dö 2: f (x , y) = ey ln x +
x3 + 1
2y

.

�ành lþ (v· �¤o h m hén hñp)

N¸u h m sè z = f (x , y) câ c¡c �HR hén hñp fxy , fyx li¶n töc
trong mët l¥n cªn �iºm (x0, y0), khi �â ta câ

f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).
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1. �ành ngh¾a h m sè nhi·u bi¸n sè 2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n 3. Cüc trà h m hai bi¸n

2.2. Vi ph¥n to n ph¦n

Cho h m sè z = f (x , y) v  �iºm (x0, y0) ∈ Df . �°t
4x = x − x0, 4y = y − y0 v 
4f = f (x , y)− f (x0, y0) = f (x0 +4x , y0 +4y)− f (x0, y0).

Gi£ sû h m sè câ c¡c �HR ∂f
∂x

v  ∂f
∂y

li¶n töc t¤i (x0, y0) v 

g¦n �â. Khi �â 4f câ thº biºu di¹n d¤ng

4f =

[
∂f

∂x
(x0, y0)4x +

∂f

∂y
(x0, y0)4y

]
+ ε14x + ε24y ,

trong �â ε1 v  ε2 → 0 khi (4x ,4y)→ (0, 0).

Khi �â, vi ph¥n to n ph¦n cõa h m sè, kþ hi»u df , �÷ñc �ành
ngh¾a bði

df (x0, y0) = [· · · ]

= f ′x (x0, y0)dx + f ′y (x0, y0)dy .
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V½ dö: t½nh vi ph¥n to n ph¦n cõa h m sè

f (x , y) = x2 + 2xy + xy 2 + 1

t¤i �iºm (2,−1), v  sau �â t¤i mët �iºm b§t ký.



X§p x� tuyºn t½nh

Tø biºu di¹n 4f ≈ df (x0, y0), ta suy ra

f (x , y) ≈ f (x0, y0) + df (x0, y0),

f (x , y) ≈ f (x0, y0) + f ′x (x0, y0)(x − x0) + f ′y (x0, y0)(y − y0),

gåi l  x§p x� tuyºn t½nh cõa f t¤i (x0, y0).

V½ dö 1: t¼m x§p x� tuy¸n t½nh cõa f (x , y) = ln(x − 2y 2) t¤i
(3, 1) v  sû döng nâ �º t½nh x§p x� f (3.05, 0.95).

V½ dö 2: t½nh g¦n �óng ln( 3
√
1, 03+ 4

√
0, 98− 1).
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1. �ành ngh¾a h m sè nhi·u bi¸n sè 2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n 3. Cüc trà h m hai bi¸n

�ành ngh¾a cüc trà (CT)

H m sè z = f (x , y) gåi l  �¤t cüc �¤i (t/÷ cüc tiºu) t¤i �iºm
(x0, y0) ∈ Df n¸u z0 = f (x0, y0) ≥ f (x , y) (t/÷
z0 = f (x0, y0) ≤ f (x , y)) vîi måi �iºm (x , y) ∈ Df ð g¦n
(x0, y0).
Khi �â z0 �÷ñc gåi l  gi¡ trà CT (cüc �¤i ho°c cüc tiºu) cõa
h m sè.

�ành lþ (�K c¦n cõa CT)

Gi£ sû h m sè z = f (x , y) �¤t CT t¤i (x0, y0) m  t¤i �â c¡c
�¤o h m ri¶ng c§p 1 tçn t¤i th¼ (x0, y0) ph£i l  �iºm døng cõa
h m sè, tùc l 

f ′x (x0, y0) = f ′y (x0, y0) = 0.
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�ành lþ (�K �õ cõa CT)

Gi£ sû �iºm (x0, y0) l  �iºm døng cõa h m sè z = f (x , y), v 
gi£ sû c¡c �HR c§p 2 tçn t¤i v  li¶n töc t¤i c¡c �iºm ð g¦n
(x0, y0). �°t

A = f ′′xx(x0, y0),B = f ′′xy (x0, y0),C = f ′′yy (x0, y0).

4 = AC − B2 � 0.

Khi �â:
(1) N¸u 4 < 0 th¼ h m sè khæng �¤t CT t¤i (x0, y0).
(2) N¸u 4 > 0 th¼ h m sè �¤t cüc CT t¤i (x0, y0).

Hìn núa (x0, y0) l  �iºm cüc tiºu n¸u A > 0; �iºm cüc �¤i
n¸u A < 0.

V½ dö: t¼m c¡c �iºm CT n¸u câ cõa h m sè

f (x , y) = 8x3 + 2xy − 3x2 + y 2 − 1
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