
Ch÷ìng 5. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n

Phan Quang S¡ng

Bë mæn To¡n- Khoa CNTT- VNUA

H  Nëi, Ng y 28 th¡ng 11 n«m 2018
http://fita.vnua.edu.vn/vi/pqsang/

pqsang@vnua.edu.vn



Nëi dung ch½nh

1 1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP

2 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1
2.1. PT vîi bi¸n sè ph¥n ly
2.2. PT �¯ng c§p
2.3. PTVP tuy¸n t½nh
2.4. PT Bernoulli



1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

Mæ h¼nh t«ng tr÷ðng qu¦n thº Malthus

Gi£ �ành: d¥n sè t«ng theo mët t� l» cè �ành trong mët chu
ký thíi gian nh§t �ành, t� l» n y khæng bà £nh h÷ðng bði k½ch
th÷îc cõa d¥n sè.

Gi£ sû k½ch th÷îc (hay sè l÷ñng c¡ thº) cõa qu¦n thº theo thíi
gian t (t ≥ 0) l  N(t), v  ð thíi �iºm ban �¦u l  N(0) = N0.

Ph÷ìng tr¼nh biºu di¹n mèi quan h» tr¶n l 

1
N

dN

dt
= r ,

vîi r l  h¬ng sè t� l» t«ng tr÷ðng. (�â l  vd v· PTVP c§p 1)
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Mët �¤i l÷ñng thay �êi (nâi chung) câ quan h» vîi tèc �ë thay
�êi, v  PTVP cho ph²p biºu di¹n mèi quan h» �â.

�ành ngh¾a

PTVP l  mët PT (to¡n håc) cõa mët h m sè, bi¸n sè v  c¡c
�¤o h m cõa nâ. C§p cõa �¤o h m câ m°t trong PT gåi l 
c§p cõa PT.

V½ dö: PTVP c§p 1 câ d¤ng

F (x , y , y ′) = 0, (1)

trong �â y = y(x) l  h m sè cõa bi¸n sè �ëc lªp x .

Vîi mët c°p (x0, y0) cho tr÷îc, n¸u y¶u c¦u nghi»m y cõa PT
(1) thäa m¢n mët �i·u ki»n d¤ng

y(x0) = y0,

th¼ �K n y �÷ñc gåi l  �K ban �¦u.
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Nghi»m cõa PTVP

V½ dö: t¼m nghi»m cõa PTVP

y ′ − 2x2 = 0.

�ành ngh¾a

Mët h m sè câ d¤ng TQ

y = ϕ(x ,C ),

trong �â C ∈ R l  mët h¬ng sè tòy þ, thäa m¢n PT (1) �÷ñc
gåi l  nghi»m TQ cõa PTVP (1).
Ùng vîi 1 gi¡ trà cö thº C = C0, h m sè

y = ϕ(x ,C0)

�÷ñc gåi l  nghi»m ri¶ng cõa PT (1).
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T½ch ph¥n cõa PTVP

V· m°t h¼nh håc,
méi nghi»m cõa PTVP biºu di¹n mët �÷íng cong tr¶n m°t
ph¯ng v  gåi l  �÷íng cong t½ch ph¥n cõa pt.

�ành ngh¾a

Khi gi£i PTVP (1) nhi·u khi d¨n �¸n PT d¤ng

Φ(x , y ,C ) = 0

(�khæng cán �¤o h m�), trong �â C ∈ R l  mët h¬ng sè tòy þ,
v  nâ �÷ñc gåi l  T½ch ph¥n TQ cõa PTVP (1).
T÷ìng tü, PT Φ(x , y ,C0) = 0 �÷ñc gåi l  T½ch ph¥n ri¶ng cõa
PT (1).



1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

X²t PT VP c§p mët (1),

F (x , y , y ′) = 0.

�B d¤ng �¢ gi£i ra �¤o h m

y ′ = f (x , y), (2)

ho°c d¤ng t÷ìng �÷ìng

M(x , y)dx + N(x , y)dy = 0.

(chó þ: y ′ =
dy

dx
)
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1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

2.1. PT vîi bi¸n sè ph¥n ly

�ành ngh¾a

PT vîi bi¸n sè ph¥n ly l  PT d¤ng

M(x)dx + N(y)dy = 0.

PT tr¶n câ TP TQ d¤ng∫
M(x)dx +

∫
N(y)dy = C , C ∈ R.

V½ dö 1: gi£i ptvp y ′ex = 1.
V½ dö 2: gi£i ptvp (x + 1)y ′ = 2y 2x2.
V½ dö 3: gi£i ptvp x(y 2 − 1)dx + (x2 − 1)dy = 0.
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Mæ h¼nh t«ng tr÷ðng câ giîi h¤n
(vd mæ t£ sü ph¡t triºn cõa c¡)

Kþ hi»u L = L(t) l  chi·u d i cõa mët con c¡ ð �ë tuêi
t, t ≥ 0, v  gi£ sû L(0) = L0 > 0.

Gi£ sû chi·u d i cõa c¡ tu¥n theo ph÷ìng tr¼nh von
Bertalanffy:

dL

dt
= k(A− L),

trong �â k v  A l  c¡c h¬ng sè �÷ìng (g/s L0 < A).



1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

2.2. PT �¯ng c§p

�ành ngh¾a

H m hai bi¸n sè f = f (x , y) �÷ñc gåi l  h m �¯ng c§p bªc k
(k ∈ R) n¸u

f (λx , λy) = λk f (x , y).

Mët sè v½ dö:

f = f (x , y) = x3 − x2y + 2xy 2 − y 3.

g = g(x , y) = x2(ln x − ln y) + 2xy .

z = f (
y

x
).
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�ành ngh¾a

PTVP �¯ng c§p l  PT d¤ng

M(x , y)dx + N(x , y)dy = 0,

trong �â M ,N l  c¡c h m �¯ng c§p còng bªc.

C¡ch gi£i: b¬ng ph²p �êi bi¸n

y = xu(x)

chóng ta câ thº chuyºn PT �¯ng c§p v· d¤ng bi¸n sè ph¥n ly.
Chó þ: y ′ = u + xu′ v  dy = udx + xdu

V½ dö 1: gi£i PTVP

(x2 + y 2)dx − (x2 + xy)dy = 0.

V½ dö 2: gi£i PTVP

xy ′ = y ln
y

x
.



�ành ngh¾a
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1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

2.3. PTVP tuy¸n t½nh

�ành ngh¾a

PT tuy¸n t½nh l  PT d¤ng

y ′ + p(x)y = q(x), (3)

trong �â p, q l  c¡c h m sè cõa x .

C¡ch gi£i: t¼m nghi»m d÷îi d¤ng y = u(x)v(v), trong �â
v 6= 0.

u′v + uv ′ + p(x)uv = q(x)

u′v + u[v ′ + p(x)v ] = q(x). (4)

Chån v 6= 0 sao cho

v ′ + p(x)v = 0 (5)

(PTTT thu¦n nh§t t/÷ cõa (3), �÷a �÷ñc v· d¤ng b/sè ph¥n
ly) Phan Quang S¡ng Ch÷ìng 5. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n



Lóc n y PT (4) trð th nh

u′v = q(x), hay

u′ =
q(x)

v(x)
.

Tø �â,

u =

∫
q(x)

v(x)
dx .

V½ dö 1: gi£i PTVP

y ′ − 2
y

x
= x2 cos x .

V½ dö 2: gi£i PTVP

xy ′ +
1
x
y =

1
x
.
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1. Mët sè kh¡i ni»m v· PTVP 2. Mët sè lîp PTVP c§p 1

2.4. PT Bernoulli

�ành ngh¾a

PT Bernoulli l  PT d¤ng

y ′ + p(x)y = q(x)yα, (6)

trong �â p, q l  c¡c h m sè x , sè thüc α 6= 0, α 6= 1.

C¡ch gi£i: (�÷a v· d¤ng PTTT b¬ng c¡ch �êi h m)

Nhªn x²t:
(1) N¸u α > 0 th¼ h m sè y = 0 l  mët nghi»m cõa PT.
(2) N¸u α < 0 th¼ y 6= 0 (khæng l  nghi»m).
Ngo i ra, ta s³ t¼m c¡c nghi»m y 6= 0: chia hai v¸ PT (6) cho
yα ta �÷ñc

y−αy ′ + p(x)y 1−α = q(x). (7)
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�êi h m �°t
z = z(x) = y 1−α.

Ta câ �¤o h m cõa z theo x l 

z ′ = (1− α)y−αy ′.

Ph÷ìng tr¼nh (7) trð th nh

z ′

1− α
+ p(x)z = q(x), hay

z ′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x).

�¥y l  PTTT �¢ bi¸t c¡ch gi£i...

V½ dö 1: gi£i PTVP

y ′ + 2
y

x
=

y 3

x2
.
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